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Takovych testu existuje celd fada, ale ne vSechny se daji aplikovat na konkrét-
nim modelu a ne vSechny dosahuji uspokojivych vysledku za ruznych okolnosti.
Prace se zaméti na testy, které lze odvodit na zakladé asymptotické teorie ma-
ximalni vérohodnosti, zvlasté pak teorie testu s rusivymi parametry. Odvozeny
jsou dva zakladni testy, prvni v situaci modelu analyzy rozptylu jednoduchého
tfidéni a druhy v situaci, kdy je pripusténa zavislost rozptylu na doprovodnych
velicinach. V naslednych numerickych studiich jsou provéreny vlastnosti odvo-
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near model, that is the assumption of constant variance of this model. There is
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Pouzivané znaceni

V této préaci se budeme drzet nasledujicich konvenci:

>

Malymi fimskymi a feckymi pismeny budeme oznacovat jednorozmeérné
konstanty, parametry ¢i funkce. Pismena ¢, 7, k,[, m,n budou oznacovat
prirozena cisla.

Velkymi fimskymi pismeny budeme (az na vyjimky - £) oznac¢ovat nahodné
veliciny (X, Y, Z), jejich realizace potom piislusnymi malymi pismeny (z,
y, z). Déle také v nékolika pripadech pouzijeme velkych fimskych a feckych
pismen pro oznaceni mnozin (M, 2, O, ...).

Tucénymi pismeny budeme znacit vektory. Kazdy vektor bude chapan jako
sloupcovy. Pro ndhodné vektory budeme (az na vyjimky - u) uzivat velkd
iimskéd pismena (X, Y, Z) a jejich realizace piislusnymi malymi pismeny
(@, 2).

Pro matice budeme pouzivat zdvojenych velkych iimskych pismen (A, X)
nebo . V textu budeme pouzivat znaceni X jak pro ndhodnou matici, tak
i jeji realizaci, je tedy tfeba vyznam symbolu urcit z kontextu. Symboly N
a R mame vyhrazeny pro oznaceni mnoziny prirozenych a redlnych ¢isel.

Pro miry mame vyhrazeny speciélni font feckych pismen (w,v,A).

Bezpatkové pismo je pouzivano pro znaceni pravdépodobnostnich rozdéleni
(N, Mult, LM, ...) nebo urc¢itych funkciondlu ¢i operatoru (E, var, Tr, ...).

Strojové pismo budeme pouzivat pro pojmy spojené s vypocetnim soft-
warem (bartlett.test, bptest, ...).

Pouziti stiisky ¢i vinky nad pismenem znaci, ze se jednd o odhad tohoto
parametru, casto je nasledovan indexem n oznacujici rozsah nahodného
vybéru. Napitklad 3,, 52, ...

Specidlni symboly:

(Q, A, P) pravdépodobnostni prostor s mnozinou jevu §2,

o-algebrou A a pravdépodobnostni mirou P

s.j. skoro jisté vzhledem k pravdépodobnostni mite P

(1] s.v. skoro vsude/vSechna vzhledem k mite p

A, A" Lebesgueova (n-rozmérna) mira

By borelovskd o-algebra na R



podminéné rozdéleni ndhodné velic¢iny Y pri X
podminéna stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y pii X
podminény rozptyl ndhodné veli¢iny Y pii X
diagonalni matice s danymi prvky na diagondle

stopa matice A

determinant matice A

operator transpozice vektoru & a matice X
inverzni matice k matici A

eukleidovska norma vektoru & = (z1,...,,) ",

lfl = /ot + -+ 2

n-slozkovy sloupcovy vektor, jehoz prvky jsou jen 1

jednotkovéa matice fadu n, neboli diag(1,...,1)

n-slozkovy sloupcovy nulovy vektor

n-slozkovy radkovy nulovy vektor

nulova matice tadu n x m

Kroneckerovo delta, d;; = 1 jediné tehdy, kdyz i = 7, jinak d;; = 0
logaritmicka vérohodnost

systém hustot generovany parametrickym prostorem o dimenzi m
nulova hypotéza a alternativa

konvergence v distribuci

chi kvadrat rozdéleni o ¢ € N stupnich volnosti

a-kvantil rozdéleni chi kvadrat o ¢ stupnich volnosti

symbol pro oznaceni statistického vypocetniho softwaru R



Uvod

Ukolem této prace bude nejdiive predstavit klasicky linearni model, kde se
predpoklada konstantni rozptyl chyb, a nésledné ho zobecnit na heteroskedas-
ticky linedrni model, ktery uz bude obecné predpokladat proménlivost tohoto
rozptylu. Jednodussi definice linearniho modelu predpoklada, ze uvazované regre-
sory jsou predem znamé konstanty. V tomto textu ovsem budeme predpokladat,
ze regresory budou obecné ndhodné vektory. Toto zobecnéni néas tedy nuti pra-
covat s podminénym rozdélenim, podminénou stiedni hodnotou a podminénym
rozptylem. Daéle jelikoz teorie maximalni vérohodnosti a z ni vychézejici teo-
rie testu s rusivymi parametry tvori zéklady, ze kterych budeme pti odvozovani
testu vychdazet, shrneme ve druhé kapitole stézejni definice a poznatky téchto
pristupu, na které se budeme odvolavat. Ve tieti kapitole si predstavime mo-
del analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni, kde budeme obecné predpokladat
nejen rozdilné stiedni hodnoty, ale i rozptyly v jednotlivych skupinach. Tento
model si zobecnime do pojmu definovanych v prvni kapitole a nasledné po-
drobné odvodime test homoskedasticity pomérem vérohodnosti. Sezndmime se
také s velmi podobnou statistikou, kterou jiz v roce 1937 navrhl anglicky sta-
tistik Maurice Stevenson Bartlett a dame ji do souvislosti s odvozenym tes-
tem pomeérem vérohodnosti. Ve ¢tvrté kapitole se podivame na heteroskedasticky
linedrni model, kde pripoustime zavislost rozptylu na doprovodnych regresorech.
Dukladné v tomto modelu odvodime takzvany skorovy test, ktery navrhli v roce
1979 australsti statistici Trevor Breusch a Adrian Pagan. V zdvéreéné kapitole
za pomoci vypocetniho prostredi R (R Core Teaml| [2016)prostudujeme vlast-
nosti odvozenych testovych statistik. Zejména nas bude zajimat, zda dodrzuji
predepsanou hladinu a jak pfesnd je pouzitd asymptotika pii malém rozsahu
vybéru. Déle se zamérime na studium sily téchto testu a chovani prislusnych
statistik pii nesplnéni predpokladu normality.



Kapitola 1

Linearni model

V této kapitole se seznamime s klasickym a heteroskedastickym linearnim
modelem a zakladnimi pojmy, se kterymi budeme déle pracovat. Uvedeme si také
zakladni tvrzeni a véty, které z téchto definic vyplyvaji.

1.1 Klasicky linearni model

Nejprve si zavedeme klasicky linearni model. Uvazme realny ndhodny vektor
(Y, X) na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) se sdruzenou hustotou f(y, x)
vzhledem k o-koneéné mife v = v, X vg, kde Y je nahodnd velicina a X =
(X0, X1,...,Xi)" je ndhodny vektor dimenze k + 1 pro k € Ny. Dale budeme
predpokladat, ze v, je Lebesgueova mira A na (R, By).

Definice 1. Rekneme, ze (Y, X) se 7id{ linedrnim modelem, pokud

EY|IX]=X"8 sj.,

1.1
var [Y|X] = o? S.J.s (1.1)

kde B € R¥* a 02 > 0 jsou nezndmé parametry, a pokud rozdéleni ndhodného
vektoru X na téchto parametrech nezdvist.

Naddle budeme psat (Y, X) ~ LM (XTB, 02).
Pozndamka. Neékolik dopliujicich pozndmek k definici [1}

a) Ndhodné veliciné Y se 1ika vysvétlovand proménnd (nebo také zavisle pro-
ménnd) a ndhodnému vektoru X fikame regresory (nebo také nezavisle
proménné). Déle fikdme, ze se jedné o linedrni model, protoze podminéna
stredni hodnota Y ptri X zavisi na 3 linearné.

b) Castym predpokladem v linedrnich modelech byvé, ze ndhodna veli¢ina
Xo ma degenerované (nendhodné) rozdéleni X, = 1 skoro jisté. Ndhodny
vektor X jsme tedy zavedli jako (k + 1)-slozkovy, abychom tento piipad
mohli odligit ve zvlastni (nulté) slozce.

¢) V textu budeme dale pracovat s podminénym rozdélenim Y| X, jehoz hus-
totu budeme znacit fyx. Tato hustota zdvis{ na parametrech 8 a o2
Oznaéme fx hustotu ndhodného vektoru X, tato uz na 3 a o2 nezdvisi.

Ze znamych vlastnosti hustot z teorie pravdépodobnosti plati

fly,@:B,0%) = frix(ylw: B,0%) fx(x) [V] s.v. (1.2)



Definice 2. V linedrnim modelu (Y,X) ~ LM (X '83,0?) zavedeme ndhodnou
veli¢inu € jako
e=Y-X'p3

a budeme ji nazyvat chybovy clen modelu.

Pozndamka. € z deﬁniceodpovidé nahodné veli¢iné popisujici odchylku (¢i chybu
- error®) vysvétlované proménné od jeji podminéné stiedni hodnoty. Jakozto
nahodnou veli¢inu bychom ji tedy méli dle nasi konvence znacit velkym fimskym
pismenem. OvSem pouziti pismena E by mohlo snadno vést k zaméné s operato-

rem stiedni hodnoty E, proto si zde dovolime od nasi konvence upustit a znacit
tuto veli¢inu pravé pismenem e.

Lemma 1. Necht (Y, X) ~ LM (XTﬂ, 02), potom pro € z definice @ platt
Ee=0, vare = o2,

Dikaz. Oba vzorce dostaneme pouzitim zakladnich vlastnosti podminéné stredni
hodnoty a vzorce (|1.1]) z definice (1| linearntho modelu.
Pro stfedni hodnotu nadhodné veli¢iny ¢ plati

Ee=E(E[|X])=E(E[Y|X]-E[X'B|X])=E(X'B-X'B) =0.

Pro rozptyl € si nejprve piipomeneme vzorec (1.3) pro U,V obecné ndhodné
vektory. Plati, ze

varU = E (var [U|V]) +var (E[U|V]). (1.3)

Tento vzorec aplikujeme na U = ¢ a V = X. Uz v minulém vypoctu jsme dosli
ke zjisténi, ze

Ele|X]=0 sj,
proto druhy ¢len ve vzorci (|1.3]) bude také nulovy. Zaméfme se proto na vypocet
var [¢| X ], pro ktery plati

var | X] = var [Y — XTB’ X]
—E[(v-X"B-E[v-X"8|X])’| X|
=E[(Y - E[Y|X])? X]
=var[Y|X]=0" s,j.

Odtud jiz plyne, ze vare = E (var [¢| X]) = Eo? = 02
[l

Standardn{ situaci byvé, Ze parametry B a ¢? jsou nezndmé a nasim cilem
je odhadnout tyto parametry na zakladé namérenych dat, které reprezentujeme
nahodnym vybérem z piislusného rozdéleni. Déle si definujeme fadu uzitecnych
charakteristik, které nam priblizi chovani naseho modelu.

Méjme nédhodny vybeér (Y1, X1),..., (Y., X,,) z rozdéleni

(Y, X) ~LM (X TB,07).



Zavedme si ndhodny vektor Y = (Yi,...,Y,)" a ndhodnou matici X s fadky
X", i€ {l,...,n}. Pak z nezdvislosti a definice [1| plyne, 7e
EY|X]=X8 sj,
var [Y|X] = 0?1, s.j.,
kde T, znac¢i jednotkovou matici fadu n.

Definice 3. Budeme rikat, Ze (Y ,X) se 7idi linedrnim modelem, a zapisovat to
budeme také jako

(Y, X) ~ LM (X8, 0’L,) .

Danou realizaci ndhodného vybéru budeme znacit (y;, ;) pro i € {1,...,n}
adile y = (y1,...,%,) . Symbolem X budeme rozumét jak onu realizaci
T
X=11:1,
27

tak i nahodnou matici X. V celém textu budeme pro jednoduchost predpokladat,
ze n > k+ 1 a ze tato matice ma skoro jisté plnou sloupcovou hodnost &k + 1,
kterou budeme znacit r, tj. r = k + 1.

Néhodny vybér z definice [3| pak mé dle sdruzenou hustotu vzhledem

k sou¢inové mire v* = v X --- X vV tvaru

fuly, X;8,0%) = Hf(yiailii;ﬁaaz) = HfY\X(yz'|wi;,3702)fX($z’)
i=1 i=1
= fY|X(y|X;/6702)fX(X) V'] s.v.,
kde fyx znaci hustotu sdruzeného podminéného rozdéleni Y'|X a fx znaci sdru-
zenou hustotu ndhodné matice X.
Obdobné si také zavedeme vektor chybovych ¢lentt modelu € = (g4,...,&,) ",
kde e; = Y; — X, B pro kazdé i € {1,...,n}, tedy € = (Y — X3). Potom pro néj
dle dikazu lemmatu [I] plati

(1.4)

Ele|lX] =0 sj., varlg|X]=0L, s.j.

1.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Nyni muzeme pristoupit k odhadu vektorového parametru 3. Standardni me-
todou pro nalezeni tohoto odhadu je metoda nejmensich ¢tverci. Sou¢tem ¢tvercu
rozumime funkei SS(8) pii danych (Y, X) definovanou jako

n

SS(B) = Iy =X = (Y -x8) (Y -X8) =Y _ (i - X/ 8)".

=1

Odhadem b vektorového parametru 3 metodou nejmensich ¢tvercu potom ro-
zumime takovou hodnotu 3, kterd minimalizuje funkci SS(3), to jest

b = argmin SS(8).

ﬁeRk+l

7



Za naseho predpokladu o plné sloupcové hodnosti matice X 1ze toto b jedno-
znacné urcit jako feSeni tzv. soustavy normdlnich rovnic

X'Xb=X"Y vetvaru b= (X'X) X'Y.
Definice 4. V modelu (Y ,X) ~ LM (X3, 0%1,,) definujeme
e vektor vyrovnanyjch hodnot Y := Xb = X (XTX)f1 XY,

o vektor reziduiu:=Y —Y = (]In - X (XTX)_1 XT> Y,
n N\ 2
o rezidudini soucet ctverci RSS := SS(b) = |lul]* =Y (Y} - Yi> ,
i=1
RSS
o rezidudini rozptyl S? := ——, kde r = k + 1 je hodnost matice X.
n—r

Pozndmka. Y =Y je opét nahodny vektor, tedy bychom meéli uzivat pro oznaceni
rezidui velkého pismene U. Zde se drzime znaceni zavedeného v ucebnici [Zvara
(2008)), ze které primarné vychazime.

Pozndmka. Vektor Y je nestrannym odhadem vektoru X3, nebot
E[¥]x] =X (X"%) "X E[Y|X] =X (X'X) " X'XB=XB s,

Pro podminény rozptyl tohoto odhadu plati

1 1

var [ V] %] =X (X7%) 7 X7 (0°1,) X (X'X) X7 = o (X7X) X7 s

Rezidudlni soucet c¢tvercu odpovida dle této definice souctu ctvercu vzdalenos-
t1 odhadu Y; od Y;, tedy ndm vypovida o tom, jak moc dobfe nam Y aproximuje
Y. Jeho vztah k podminéném rozptylu o2 je popsan v nésledujicim lemmatu.

Lemma 2. VmodeluY ~ LM (X3, 021,,), kde dand matice X md hodnost r, plati
E[RSS|X] = (n—r)o* s, E[S*|X] =0 s

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu véty 2.2. v praci |Zvara (2008), uvedeme si
vsak nékolik uprav, které je v dikazu nutné provést.

Oznacime-li si matice H = X (XTX) XTaM= I, — HI, pak tyto matice jsou
symetrické a idempotentni se stopami po fadé r a (n — r) a plati

Y =HY, u=MY = Me.
Mimochodem se potom da z téchto vyjadieni ziskat
EulX] =0 sj., var[ulX]=o0*M s.j.

Chceme ziskat podminénou stredni hodnotu RS'S pii X, k tomu vyuzijeme ekvi-
valentnich zapisu

RSS = ||lul*=u'u =" M'Me = &' Me.

8



Nyni uz se jen vyuzije vlastnosti funkcionalu stopy matice Tr, abychom mohli
provést nasledujici dpravy

E[RSS|X] = E [e"Me|X] = E [Tr (¢ "Me) |X] = Tr (ME [ee"[X])
= Tr (Mvar [¢|X]) = Tr (Mo?L,) = 0 Tr (M) = (n —r)o* s.j.
Odtud jiz snadno plyne i druhé tvrzeni. O]

P1i préaci s linedarnimi modely se ¢asto predpoklada normalita podminéného
rozdéleni Y| X.

Definice 5. Rekneme, e (Y, X ) se 7idi normdlnim linedrnim modelem, jestlize
Y| X md normdlni rozdéleni s parametrem stiedni hodnoty X '3 a rozptylem o?.
Piseme (Y, X) ~ NLM (XT,B,UZ) .

Mame-li nahodny vgbeér (Y1, X1), ..., (Yo, X,) 2z takovéhoto rozdéleni (Y, X),
pak tikame, ze se (Y ,X) ridi normdlnim linedrnim modelem a piseme (Y, X) ~

NLM (XT3, 021,) .

Podminéna hustota fy x vzhledem k Lebesgueové mife A je tedy tvaru

1 B (y —x' /6)2
o exp ooz (-

Podminéna hustota fyx rozdéleni (Y'|X) vzhledem k Lebesgueové n-rozmérné
mite A" je potom rovna

Frix(yX;B8,0%) = (27TU2)_% exp {—ﬁ Z (yi — )2} :

Véta 3. V modelu (Y, X) ~ NLM (XTﬁ, O'QHn) plati

1 1
(;Rss\x) _ (;W X) ~xi,

kde r je hodnost matice X.

fY\X(y|w;/670-2) =

Dukaz. Lze provést analogicky jako v préci [Zvaral (2008, Véta 2.6.). ]

1.3 Heteroskedastické modely

Doposud jsme pracovali s klasickym tzv. homoskedastickym modelem, kde
var [Y'| X je rovno skoro jisté konstanté. Tento pfedpoklad ndm zna¢né usnadnuje
praci. Obecné je vsak nutno uvazit situaci, kdy toto neni nutné pravda a rozptyl
zavisi na regresorech. Nasim cilem je tedy nalézt néjaké testy, které by dokazaly
urcit, zda nase data jsou v souladu s predpokladem homoskedasticity nebo naopak
tento predpoklad silné vyvraceji.

Existuje fada obecnych zpusobt, jak v linedrnim modelu zavést heteroskedas-
ticitu. V této praci budeme fikat, ze nahodny vektor (Y, X) se #id{ heteroskedas-
tickym linedrnim modelem, pokud plati

EY|X]=X"p s.j.,

var [Y[X] = ?h(X:7) s (15)



kde B € R*! 62 >0a 7 €T C R q e N jsou nezndmé parametry, h je kladna
méfitelnd funkce, a pokud rozdéleni ndhodného vektoru X na parametrech 3, o
a 7 nezavisi. Obecné by se dalo predpokladat, ze funkce h muze navic zaviset
na (3, tuto situaci vsak zkoumat nebudeme.

Nastane-li tato situace, tak budeme analogicky jako v klasickém linearnim
modelu psat

(Y, X) ~LM (X "8,0°h(X;7T)) anebo (Y,X)~NLM (X 'B,0°h(X;T))

v piipadé, ze podminéné rozdéleni (Y|X) je normdlni. Pro hustotu vzhledem
k mife v tohoto rozdéleni plati

fly,z;7,8,0%) = fyix(yle;7,8,0%) - fx(x) [V]sv.

Kdyz budeme opét uvazovat ndhodny vybér (Y1, X3), ..., (Y,, X,) z tohoto
rozdéleni, tak ponechdvame znaceni Y a X a budeme tikat, ze (Y ,X) se idi
heteroskedasticitnim modelem s podminénou rozptylovou matici

3(X) :=var[Y|X] = o’ diag (W(X1;7T), ..., h(X,;T)) 5.

a psat budeme (Y, X) ~ LM (X3, %(X)). V piipadé, ze podminéné rozdéleni
(Y'|X) je normélni, budeme analogicky psét (Y, X) ~ NLM (X3, 2(X)).

Vzhledem k tomu, zZe funkce h(X;;7),7 € {1,...,n} jsou kladné, tak existuji
matice

1 1 1
Y IUX) = —di .
(X) 02 198 (h(Xl;T)’ ’ h(Xn;T)) ’

1 _l - 1 1
¥ =5 g( h(xl;ﬂ’”"m)’

E% = o diag ( h(Xy;7T),.. h(Xn;T)> .
(

Lemma 4. Necht (Y ,X) ~ LM (X3, X(X)). Potom

Y =2 5(X)Y ~ LM (2—%(X)Xﬂ,ﬂn) .

1

.
o Y1 Y,

Diikaz. Jelikoz je Y* =S 3(X)Y = [ — . — " ) 4po
! (%) ((ﬂ/h(Xl;‘r) 0'\/h(Xn;T>> P

kazdé i € {1,...,n} plati

£ Y; x.| = ElVi|X,]  X/B
o/ (X5 T) Z_ oh(X;;T)  ovh(XiT)
[ Y; ] var[Y;| Xi]  o?h(X;;T) ,
— | X;| = = =1 sj,
oVt h(XpT)  oh(XpT)
tak plati tvrzeni lemmatu. O

Na vektor Y* tedy muzeme aplikovat poznatky z podkapitol[T.1]a[l.2]a pomoci
tohoto lemmatu je prevést do heteroskedastického modelu.
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Kapitola 2

Maximalni vérohodnost

Dulezitou roli pri odvozovani celé tady testu homoskedasticity hraje teorie
maximalni vérohodnosti. V této kapitole si predstavime zakladni pojmy z této

teorie a nasledné si ukazeme, jak se aplikuje v heteroskedastickém linearnim mo-
delu.

2.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Definice 6. M¢jme V = (Vl,...,Vn)T ndhodnou matici, kde Vi,...,V, jsou
nezavislé stejné rozdélené k-slozkové ndahodné vektory s hustotou fy(v;0) vici
o-koneéné mite w a @ € © C R™ je parametr. Pro pevnou realizaci V =

(vy,. .. ,’un)T nazveme funkci L(6) := [] fv(v;; @) vérohodnostni funkci.
i=1

Definice 7. Hodnota 8,, € O, kterd maximalizuje vérohodnostni funkci L(0) pro
danou realizact ndhodné matice V, se nazyvd mazximdlné vérohodny odhad.

Pti hledani maximélné vérohodného odhadu se vyuziva toho, ze libovolna
ryze rostouci transformace vérohodnostni funkce je maximalizovdna ve stejném
bodé. Nejcastéji se vyuziva logaritmicka transformace. Potom pii dané realizaci V
nazveme logaritmickou vérohodnosti funkci

0(0) =log L(0).

Tato funkce se da nadéle chapat jako nahodné veli¢ina, uvazujeme-li ji také jako
funkci obecné nahodné matice V.

Existuji-li derivace vérohodnostni funkce podle vSech slozek parametru 6 pro
kazdé 8 € ©, tak se za dalsich predpokladu (které nam zajisti existenci a ma-
ximalitu feSeni) d& én nalézt jako teseni takzvaného systému wvérohodnostnich
rovnic:

00(6)
00,

Definice 8. Necht V' je k-slozkovy ndhodnyj vektor s hustotou fy(v; @) vzhledem
k o-konecné mite w a @ € © C R™. A necht ddle plati podminky regqularity:

=0 Vje{l,...,m}.

(R1) © je neprdzdnd oteviend mnoZina.

(R2) M = {v € R*: fy(v;0) > 0} nezdvisi na parametru 6.

11



(R3) Pro [u] skoro vSechna v € M a pro kazdé j € {1,...,m} existugi

3fv(’0;9)'

fi(v;0) = o0,

(R4) Pro viechna 0 € © a viechna j € {1,...,m} plati [ fj(v;0)du(v) = 0.
M

(R5) Pro viechny dvojice i,5 € {1,...,m} existuje konecny integrdl

) [i(v;0) |
/fv (v;0) fv(v; g)f v(v;0)du(v).

(R6) Matice J(0) = (J;;(0));",_, je pozitivné definitni pro kazdé 6 € ©.

Potom se systém hustot F,, = {fv(v;0),0 € O} nazyjvd requldrni.
Matice J(0) se nazgvd Fisherova informaéni matice pro nahodny vektor V.

Véta 5. Necht systém hustot F,, = {fv(v;0),0 € O} je requldrni. Predpokld-
dejme, Ze pro [W] skoro viechna v € M existuji derivace

0% fy(v; 0)

i,jeA{l,...,m},
a Ze pro vSechna 0 € © plati

/f (v;0)du(v) =0, i,7€{1,...,m}.

Pak jednotlivé prvky Fisherovy informacni matice lze pocitat jako

[ Plefvvi)
15(0) =~ [ By i 0)aute)

M
kdei,j € {1,...,m}.

Diikaz. Dukaz je analogicky dukazu verze véty s jednorozmérnym parametrem (viz
Andel, 2007, Véta 7.19). O

Méme-li ndhodny vybér V = (V4,...,V,) T, pak Fisherova informa¢ni matice
nahodné matice V, kterou oznacime J™ (), se da zfejmé pocitat jako

1(6) = nJ(0).
Podle véty |5| lze potom jeji jednotlivé prvky pocitat jako

00(8) .
=E [_89109]}’ i,7€{1,...,m}.
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Priklad (Maximélni vérohodnost v linearnim modelu). Nyni si ukdzeme, jak apli-
kovat maximalni vérohodnost v situaci heteroskedastického linedarniho modelu.

Necht tedy (Y, X) ~ LM (XTﬁ,02h<X;T)), viz (|[1.5]).
Oznacme tedy 0 = (Tl,...,Tq,ﬁo,...,ﬁk,UQ)T a©® =T x R x (0,00).
Hustota nahodného vektoru vzhledem k o-kone¢né mire v ma tvar

fly,2;0) = fyrix(yle:; 0) - fx(x) [v]sv.
Pak pokud systém hustot
Fornrz = {f(y,%;0),0 € 6}
je regularni, tak funkce
log f(y,z;0) =log fyx (y|z;0) +log fx(x) [V]s.v.,
a jeji derivace podle libovolného 6;,j € {1,..., ¢+ k + 2} je rovna

Olog f(y.x,0) _ 9log fyix(ylz;0)
96, 06,

[V] s.v.,
nebot funkce log fx () na parametru @ vibec nezavisi.
Méjme nédhodny vybeér (Y1, X1), ..., (Y., X,) z rozdéleni
(Y, X) ~LM (X B,0°h(X;T)).
Potom logaritmickou vérohodnosti je dle funkce
0(8) = log f(Y,X;0) = log fyx(Y[X;8) + log fx(X)

— Zlog frix (Y] X5 0) + Zlog Ix(X;) V"] s.wv.
i=1 =1

Pro jeji derivaci dle proménné ;.5 € {1,...,q+ k + 2} plati

0L(0) _ zn: dlog fY\X(Y%’Xi; 6)
00; 00;

V"] s.v.

=1

Tedy maximélné vérohodny odhad §n parametru @ lze najit jen ze znalosti
podminéného rozdéleni Y| X jako feSeni systému vérohodnostnich rovnic

=0, je{l,...,q+k+2}.

i dlog fyx (Y| Xi; 0)
20,

=1

Déle pokud jsou navic splnény predpoklady veéty [}, tak k vypoctu Fisherovy
matice stac¢i pracovat jen s hustotou podminéného rozdéleni. Potom Fisherova
informacni matice J™(8) pro ndhodnou matici (Y, X) se skldd4 z prvkii

. " [0%] Y| X,; 0 o
Jé’(@):-ZE( o frix (V| Xi )), ije{l,....q+k+2}.
=1

06,00,

V této praci budeme dale predpokladat, ze ono podminéné rozdéleni je nor-

malni, které ziejmé predpoklady regularity a veéty 5| spliuje. Jediné,
co budeme pii nasi parametrizaci muset dodrzet navic, jsou predpoklady o para-
metrickém prostoru ©.
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2.2 Testy s rusivymi parametry

V modelu (Y, X) ~ LM (XTﬁ, o?h(X; T)) budeme vzhledem k nasi paramet-
rizaci chtit testovat, zda je funkce h identicky rovna jedné, tj. h = 1, nebot
potom bude platit homoskedasticky model (Y, X) ~ LM (X Tﬂ,az). Hypotéza
tvaru h = 1 potom bude odpovidat specifické hodnoté parametru 7, popi. 3,
pokud bychom uvazovali zavislost na sttedni hodnoteé.

Vyvstava nam zde ovsem problém. Chceme testovat hypotézu o parametru 7,
ale v nasf parametrizaci jesté vystupuji dalsi nezndmé parametry 3 a 0. Navod,
jak testovat hypotézy jen o ¢asti nezndmych parametru, poskytuje pravé teorie
testu s rusivymi parametry.

Uvazme opét obecné ndhodny vektor V' s hustotou fy (v; @) vuéi o-koneéné
mife wa @ = (0y,...,0,,)" je m-rozmérny parametr, kde tentokrat m > 2. Tento
parametr si rozdélme na dvé ¢dsti. Bud 1 < ¢ < m a ozna¢me

T=(01,...,0)", = (0p1,....00)".

Parametr 7 bude nas cilovy parametr, o kterém budeme chtit provadét test
hypotézy
Hy: 7 =m1y protialternativé Hy : 7 # 7.

Parametr 4 je potiebny jen k plnému popisu modelu, ale o ném zadnou hypotézu
testovat nehodldme, nazveme jej tedy rusivym parametrem.

Nase testy budou zalozené na teorii maximalni vérohodnosti, proto predpo-
klddejme, ze systém hustot F,, je regularni (viz definice [§]) a jsou splnény dalsi
predpoklady véty . Méjme déle ndhodny vybér V.= (Vi,...,V,,)" z rozdéleni
s hustotou fy (v;0). Oznacme

o0(0) oL(e)
90, 001
Ul(e>:%0>: : , U2(0):%0): §+
T 90(0) ¥ 00(6)
00, 00,

a dale si Fisherovu informac¢ni matici pro cely nahodny vybér rozdélme na bloky

1) 1%
1) = (JS})EO; Jé?Ee;) |

kde J 5’{) je matice typu ¢ x ¢ a ostatni matice maji takovy rozmér, aby J™ byla
matice typu m X m.

Daéle bude nutné zavést znaceni, které ndm umozni zapsat inverzi blokové
diagondlni matice. VSe nam shrnuje nésledujici lemma.

J— Jin Jie
Jo1 Joo
je requldrni matice, pricemz bloky J11 a Jao jsou ctvercové a requldrni. PoloZme

Jio=Jdu — J12J12_21J217 JU = «Hﬁl.za JP? = —«]]1_11,231232_217
Ja21 = Jag — lea]]ﬂlu]]lz, J? = J2721.1’ J = _J2—21‘1J21J1—11'

Lemma 6. Nechf
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B Jll J12
It = <J21 JQQ)'

Diikaz. Snadnymi algebraickymi upravami se ukdze, Ze soucin matice J a J!
dava jednotkovou matici. O

Pro zavedeni testovych statistik potfebujeme maximalné vérohodné odhady
parametru 6. Musime ovSem rozlisit dva odhady. Prvni z nich, ktery budeme
znacit @,,, bude maximalné vérohodny odhad parametru 6, ktery neni svazovan
zadnymi dalsimi podminkami. Tento odhad rozdélime podle parametru 7 a 1 na

o.— (™).
(&)

Druhy z nich, ktery budeme znacit gn, bude maximélné vérohodny odhad
za platnosti nulové hypotézy 7 = 7. Zde se tedy maximalizace tyka jen parame-
tru 1), jehoz maximalné vérohodny odhad za platnosti hypotézy budeme znacit
1,,. Potom 0,, 1ze zapsat jako

6, = (IO> = arg max £(6).

n 0cO:T=19

Nyni si zavedeme nasledujici statistiky

w- )] @) @), e
W= —m) 35 () 7 — o). (22)
rr—2[e(8.) - ()] 23

U téchto statistik jsme schopni nalézt jejich asymptotické rozdéleni za platnosti
Hy : 7 = 79, ovSem jen za platnosti dalsich nutnych predpokladu. Potom tedy
vyuzijeme této znalosti asymptotického rozdéleni, abychom sestavili test na hla-
diné « € (0,1) o hypotéze Hy : 7 = 79 proti alternative, ze tomu tak neni.

V nasledujici vété se neobejdeme bez téchto dvou obecnych predpokladi:

(O1) © C R™ je parametricky prostor, ktery obsahuje takové neprazdné oteviené
okoli O, ze skutecnd hodnota parametru @ nalezi do tohoto okoli O.

(02) Necht 0,05 € ©. Pak fy(v;60,) = fy(v;0s) [u] s.v. plati pravé tehdy, je-li
01 = 02.

Abychom mohli odvodit asymptotické rozdéleni testovych statistik LM, W
a LR za platnosti Hy : T = Ty, budeme potiebovat predpoklady (A3);

(A1) Pro [u] skoro vsechna v, pro véechna @ € O a pro vsechna i, j,l € {1,...,m}
existuje derivace
P fyv(v;0)
00,00;00,
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(A2) Pro vsechna @ € O a pro kazdé i,j € {1,...,m} plati

/”'UO (v) = 0.

(A3) Pro vsechna 4, j,l € {1,...,m} existuji funkce M;;(v) > 0 takové, ze

9 log fv(v; 6)
06,00,00,

Eo Mz]l(V) < 00 ’ < Mijl(”)

pro vsechna @ € O a [p] skoro vSechna v € M.

Véta 7. Méjme ndhodny vijber V.= (Vi,..., V)" z rozdéleni s hustotou fy (v; )
vzhledem k o-koneéné mire w. Necht systém F,, = { fv(v; 0),0 € O} je requldrni
(viz definice [§).

Necht jsou navic splnény predpoklady |(O1), [(02), |(A1), |(A2), |(A3) a navic
je Fisherova informacni matice J™(0) spojitd ve skutecné hodnoté parametru .
Jestlize n — 0o, pak za platnosti hypotézy Hy : 7 = 19 plati

LM 22 w23 LR-2 2
Diikaz. Dukaz je proveden v |Andél (2007). O

Zmame tedy asymptotické rozdéleni nasich statistik za platnosti nulové hy-
potézy Hy : T = 1. Muzeme tedy sestavit testy na asymptotické hladiné vy-
znamnosti « € (0,1). Tyto testy dosdéhnou nejvétsi sily, pokud zvolime kriticky
obor ve tvaru (Xg(l — a),00), tedy kdyz

Hy : T = 79 zamitéme <= LM, W nebo LR > x2(1 — a).
Poznamka. Nékolik poznamek k témto testum.

a) Test zalozeny na statistice LM se nazyva skorovy test, ale difve se také
pouzival nazev test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikdtorech. Vyhodou
tohoto testu je, ze stac¢i znat maximalné vérohodny odhad za platnosti
nulové hypotézy. Vypocet inverzni matice nebyva ndrocny, nebot rad této
matice odpovida dimenzi ¢ parametru 7 a neni obvykle piilis velky.

b) Test zalozeny na statistice W se nazyva Waldiv test. Narozdil od ské-
rového testu nevyzaduje invertovani informac¢ni matice, ale na druhou stranu
vyzaduje maximalné vérohodny odhad bez predpokladu platnosti nulové
hypotézy, coz muze byt vypocetné narocné.

c) Test zalozeny na statistice LR ([2.3)) se nazyva test zaloZeny na vérohodnost-
nim pomeéru (likelihood ratio test). Tento test narozdil od predchozich dvou
nevyzaduje znalost Fisherovy informaé¢ni matice.
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Kapitola 3

Bartlettuv test

V Andélové ucebnici|Andél| (2007, str. 210) je zaveden model analyzy rozptylu
jednoduchého tridéni. Zakladni myslenkou je, ze mame k dispozici I nezavislych
nahodnych vybéru z normalniho rozdéleni s obecné ruznymi stfednimi hodno-
tami a shodnym rozptylem. Na zakladé analyzy rozptylu se potom odvozuje test
o shodnosti stfednich hodnot. Ovsem pfii tomto testovani je zasadni predpoklad
shodnosti rozptylu ve vsech skupinach, ktery ovSsem nemusi byt vzdy splnén.
Nasim tkolem je tedy sestavit test, ktery by na hladiné a € (0,1) zamitl (nebo
nevyvratil) tento predpoklad homoskedasticity.

Uvazme tedy obecné nasledujici model:

Vij=pwi+eij, €;~N(0,07), ie{l,....0},n;>2,5€{l,...,n;}, (3.1)

kde p; € R,0? > 0,i € {1,..., I} jsou nezndmé parametry, I ndm oznacuje pocet
skupin a n := ny + --- + n;. Hypotéza homoskedasticity tedy odpovida tomu,
7e 07 = ... = o2(= 0?). Pozd&ji si ukdzeme, Ze se tento model d4 chdpat jako

heteroskedasticky linedrni model tak, jak jsme ho zavedli v podkapitole
Nejprve se sezndmime s postupem, ktery navrhl Bartlett ve svém clanku Bart-
lett| (1937). Oznaéme vybérové rozptyly v jednotlivych skupindch symboly

S? = — 1_ 1 Z (Y;j —71'.)2, kde Yo = %ZYU"
) j:l

Za odhad spoleéné hodnoty rozptyli o2 se dd povazovat statistika

I ng

1 _ L on =1
52:n_]ZZ(Y%j—Yz‘-f:;Z_[S?

i=1 j=1

Jednd se o vazeny prumér jednotlivych odhadu s vahami (n; — 1)/(n — I). Bart-
lettova testova statistika ma potom tvar

C -
=1

B = ! ((n—[)logS2 —Z(m — 1)10g5i2>

1

n—1 n; — 1
= | SZ—E — log S?

=1
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kde konstanta c¢ je dana vztahem

I
1 1 |
—1 - .
¢ +3(I—1)<Zni—1 n—1>

i=1

Bartlett| (1937) odvodil, Ze statistika B ma za platnosti nulové hypotézy
asymptoticky x%_, rozdélend.

Vidime, ze statistika B je zalozena na porovnavani logaritmu vazeného pru-
méru odhadu rozptylu pro jednotliva i s vazenym prumeérem logaritmu téchto
odhadu. Tato statistika je tedy zalozena na principech vérohodnostniho pomeéru.

V nasledujici ¢asti odvodime na zédkladé podkapitoly test zalozeny na tes-
tové statistice LR (viz (2.3))). Nicméné se nebude jednat piimo o Bartlettovu
statistiku . Jejich podobnost a asymptotické vlastnosti budeme diskutovat
na zaveér této kapitoly (podkapitola [3.2)).

3.1 Test zalozeny na vérohodnostnim poméru

N&s model pojmeme obecnéji, nez bylo uvedeno na zacatku této kapitoly. Ne-
budeme totiz predem predpokladat, do které skupiny je jaké pozorovani zarazeno.
Tento proces bude tizen nadhodnym vektorem X.

Necht (Y, X) ~ NLM (X Ty, 02X Tw). Bud I > 2. I-slozkovy ndhodny vek-
tor

X ~ Mult; (1,p), kde p= (p1,...,pr)" € (0,1)%,
I
je nezndmy parametr, ktery splituje > p; = 1. Dale g = (p1,..., 1)’ € R,
i=1
o2 >0aw= (w,...,wr) € (0,00)! jsou nezndmé parametry az na wi, o kterém
predpokladejme, ze plati wy = 1 za ucelem identifikace, viz predpoklad [(O2)]
Funkei h ze zavedeni heteroskedastického modelu je zjevné h (X;w) = X Tw.

Uvédomme si, ze nahodny vektor X muze nabyvat jen kanonickych vektoru

ei:(&-j)l ’ie{l,...,]},

j=1"
a to s pravdépodobnosti
plei;p) = P (X = e;) = p;.
Potom X "y = p; a X "w = w; pro n&jaké i € {1,...,1}. Tedy
Y|X =e;) ~N (1, 0%w;) .

Tedy nahodny vektor X nam urcuje, do které z I skupin zatadit pozorovani Y.
Dale predpokladame, ze ndhodna velicina Y se v i-té skupiné fidi normalnim
rozdélenim se stiedni hodnotou y; a rozptylem o?w;, coz mimochodem znamens,
7e v prvni skupiné je rozptyl prave o2. Tedy pripoustime, Ze v kazdé skupiné
muze byt diky vahovému parametru w ruzny rozptyl.

Rozptyl ve vSech skupinach bude stejny, pokud w; = 1 = wy = ... = wy.
Chceme tedy odvodit test zalozeny na vérohodnostnim poméru o hypotéze

Hy:w =1; proti alternativé Hy : w # 1;. (3.3)
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Postupujme tedy dle podkapitoly nejprve se ovsem zaméime na parametricky
prostor tohoto modelu.

Parametr w bude cilovym parametrem (az na w; = 1), drzime-li se tedy
znaceni zavedeného v sekci tak 7 = (ws,...,wr) a 79 = 1;_1. Rusivymi pa-

rametry budou g, 02, p. Parametr p oviem nepochazi piimo z oteviené mnoziny,
nebot je svazovdn podminkou p; + -« - + p; = 1. Definujme si tedy

P = {(p1,...,p1_1)T S (071)1_1 h + - +p[—1 < 1}7

tato mnozina jiz oteviend je. Parametr p;y potom lze na zakladé pq, ..., p;_1 urcit
jako py = 1 — (pr + -+ 4 pr—1). Oznacme ¥ = (p1,..., 01, 0% p1,. . pr-1)’
ab=(r"y")".

Parametricky prostor tedy bude

O = (0,00)" ' x R! x (0,00) x P,

spliuje tak nas pozadavek na otevienost a navic skuteéna hodnota parame-
tru @ musi lezet v néjakém otevieném okoli |(O1)|

Déle at f(y,x;0) znaél hustotu ndhodného vektoru (Y, X) vuci soucinové
mife A X v, fy;x(y|z; w, p,0%) znaéf hustotu podminéného rozdéleni Y| X vuci
Lebesgueové mite A a p(x;p) znaci hustotu ndhodného vektoru X vzhledem
ke scitaci mite v.

Necht ¥ € R a « je néjaky kanonicky vektor, potom pro kazdé 6 € © plati:

2
1 (y—x"p)
. 2y _ _ K
frix(ylz;w, p,0%) = mexp{ 5T [ (3.4)
I
=[Ip =i -7, (3.5)
=1
fly, ®;0) = fyix(yle;w, p,0%) - pla;p)  [Ax V] s.v. (3.6)

Déle systém hustot

Frovirsivr—1 = Farm1 = {f(y,x;0),0 € ©}

je reguldrni (definice , coz plyne z vlastnosti normdalniho a multinomického

rozdéleni.
Uvazme nahodny vybeér (Y1, X4), ..., (Yo, X,,) z rozdéleni (Y, X). Pak

N=(Ny,...,N ZXZ Mult; (n, p)

a sdruzend hustota px(X; p) vzhledem k souc¢inové mite v = v x - - - X v ndhodné
matice X, kterd predstavuje ndhodny vybér Xy, ..., X, je potom souc¢inem hus-

tot z rovnice (3.5)). Plati tedy

n 1
Xp)=[]o oo =[]0 (3.7)
=1 =1

kde (ny,...,n7)" jsou realizace ndhodného vektoru N, pro které ny+- - -+n; = n.
Predpokladejme, ze n; > 1,4 € {1,...,1}. Tedy n; udavé kolik pozorovani X
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z nahodného vybéru nabylo hodnoty e;, neboli kolika velicinam Y; urcilo X; jejich
prislusnost do skupiny 7 € {1,...,I}.

Pro kazdé | € {1,...,n} urcitée Y; spada do nékteré skupiny i € {1,...,[}
reprezentované hodnotou ndhodného vektoru X;. Preznacme tedy veli¢iny Y; na
veliciny Y;;, kde ¢ € {1,...,I} oznacuje piislusnou skupinu a j € {1,...,n;}
bude index, pomoci kterého budu prochézet veliciny ve skupinach. Pouzivame
tedy znaceni shodné s tim, které jsme uvedli na zacatku této kapitoly, viz (3.1)).

Zavedme si proi € {1,...,1}

_ 1 n
a) prumér hodnot Y;; v i-té skupiné Y,e = — > Y, a
N j=1

g —
b) rezidudln{ soucet ¢tverci v i-té skupiné RSS; = > (Vi; — Yi.)z.
j=1

Tvrzeni 8. V modelu uvedeném vyse za platnosti Hy : w = 11 statistika

1< ! RSS;
LR = nlog (5 ZRS&) =) nilog ( = ) 2y, no o
=1 =1

7

Dukaz. Ukazeme si, ze statistika LR je statistikou pro test pomérem vérohodnosti,
viz . K tomu potfebujeme nalézt maximalné vérohodné odhady parametru
@, o2, w a p, a to jak za platnosti nulové hypotézy Hy, tak bez platnosti to-
hoto predpokladu. Nakonec tyto odhady dosadime do logaritmické vérohodnosti ¢
a odecteme vzniklé vyrazy. Zacnéme tedy s urcenim funkce /.

Sdruzenou hustotu podminéného rozdéleni fyx(y|X; w, p, 0?) lze odvodit po-
moci vzorce (3.4) a dostaneme

I n;
_n g 1 1 «
. 2\ _ 2 9
fY\X(yywiauao' ) - (27TU ) 2 Hwi2 - eXp {_T‘QZE (yz] _,uz) }

Oznacme nyni
(i (w, p, 02) = log fY|X(Y|X§ w, W@, 02) a ly(p) = log px(X; p).
Pak logaritmovanim vyrazu (3.8) a (3.7) dostaneme

O (w, p,0?) = —glog(%r) - glog o

I ; .
n; 1 1 <« )
_ ;glogwi — W;E;(Y” — )%, (3.9)

1
lr(p) = nilogp;. (3.10)
i=1

Smétujeme nyni k logaritmické vérohodnostni funkci ¢(0) = log f(Y,X;0).
Rozsitenim rovnosti (3.6 na sdruzené hustoty dostdvame spolu s rovnostmi ({3.9))
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a (3.10]) nasledujici

6(0) :log f<Y7X7 0) = €1<w7 M, 02) -+ 62(p), P\n X Vn] S.V.,
I
n n n;
0(0) = — = log(2m) — = log o — — log w;—
2 2 z; 2 (3.11)
I

1 1
2022@2 i — ) +Zmlogpz

Druhd rovnost také plati jen [A" x v"*] skoro vSude, ovéem od této chvile si dovolime
tento dovétek nadéle nepsat.

Nyni muzeme pristoupit k hledani maximalné vérohodnych odhadu. Za¢néme
s hleddnim odhadu p,, a p,. VSimneme si, Ze parametr p neni nijak svazan
s ostatnimi parametry, tedy platnost nulové hypotézy se na nasich odhadech
nijak neprojevi. Ukazi konkrétné na vypoctech.

Jedna se nam v podstaté o maximalizaci funkce ¢, za dodatecné podminky
p1+---+p; = 1, coz vyresime metodou Lagrangeovych multiplikatoru. Definujme
si pomocnou funkei g(p, A) jako

I I
=1 i=1

Potom spoctéme derivace podle proménnych A a p;,i € {1,...,1}.

9g9(p, \) p, B ZP

0 A i .
M:——A, ief1,....I}.
Ip; Pi
Polozime-li tyto derivace rovny nule, tak pro kazdé i € {1,...,1} dostavame, ze

musi platit A = %?’, tedy také p; = 5. Potom musi také dle prvni rovnosti platit

A_ DY

=1
Tim tedy dostavame A = n a také odhady

ny ny

ﬁn=ﬁn=(—,...,—>T. (3.12)

U ostatnich parametru budeme opravdu muset rozlisit pripady, kdy nulova
hypotéza plati a kdy ne. Zacnéme s jednodussim piipadem, tedy s tim,
kdyz tato hypotéza plati.

Pak tedy vime, ze w1 =1 = wy = ... = w; a proto ma funkce ¢ z (3.11]) tvar

€<T07’¢) Y log(27r) - 5 lOgO' - 2% 5 2 ZZ ij ,uz + an logpz

i=1 j=1
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Spoctéme tedy derivace podle proménnych p a 02 (podle p uz nemusime):

(70, ) _ i S

o 22 Yy =), ie{l.. I} (3.13)
Q =
04(7o, Y) I ,
- 54 Yij — wi)” 3.14
o2 902 + 954 ;;< = M) (3.14)
Pokud polozime vyraz (3.13) roven nule, tak pro kazdé i € {1,..., I} dostaneme
odhady

- 1 o

Pn = <n_1;YU’ ZYIJ> (Yie,. -, Y1a) . (3.15)

Déle pokud polozime vyraz roven nule a dosadime odhad f,,, obdrzime
1 I ng 9 1 I
==Y > (Yij-Yu) ==> RSS. (3.16)
n n
i=1 j=1 i=1

Ziskali jsme tedy maximalné vérohodné odhady za platnosti nulové hypotézy.
Déle pokrac¢ujme nalezenim takovych odhadu bez tohoto predpokladu. Postupuj-
me zcela obdobné. Funkce ¢ ma tedy tvar

I

o n n 2 n;
0(0) = —Elog(27r) - Eloga - Z glogwi—

=1
2022 Z i — i)’ anlogpz

Derivovanim této funkce dostavame

ol I & .
% = 5w Z(y;j — i), i€{l,..., I}, (3.17)
j=1
o06)
) b > S 15
K3 71
o, ——Q—W—FW;(K]—N/J , 26{1,...,]}. (319)

Polozime-li vyraz roven nule, tak dostaneme ten samy odhad pro p jako
v predeslém pifpade, tedy odhad @, = f,, viz . Jelikoz predpoklddame
znalost w; = 1, tak muzeme polozit w; = 1. Rovnice pro ¢ = 1 je tedy
nadbyteéna. Ovsem vyjdeme-li z ni, tak dostaneme

N 1 & — RSS
B> (v - V) =

ni

Potom ze vztahu (3.19)) pro kazdé i € {2,..., I} dostaneme, ze musi platit
1 & 2
n; = 52 Z (Y;j - Yio) )
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tedy jednoduchou tpravou dostavame, ze plati

RSS; ,
G2; = , Vie{l,...,I}. (3.20)

i

Odtud bychom dostali, ze
—~ RSSZ ny X
P = —, 1,...,1}.
W RSS: . Vi e { }

Zbyvé ovérit, ze takové odhady také nuluji vyraz (3.18]), aby byla splnéna celd
soustava vérohodnostnich rovnic. J elikoz

1

1 RSS; ;
> 7 2 Z = Z LRSS,

i=1 j=1 -1 Wi

e RSSl 1 +nI e n 1 = nai,
ny ny
tak dostavame, ze opravdu
I n;
n 1 1 «— — \2 n 1
203+20ﬁ2wi (¥ ) 202+20 O

Nyni jiz jsme schopni uré¢it testovou statistiku

LR=2 (z@) - e(én)) .

Diky vyse uvedenym vzorcum (3.11)), (3.15), (3.16) a (3.20) plati:

- n n ' 1 <~ RSS;
08,) = —§log(27r) — §log32 - Z jlog@i ~ 553 Z = L+ lo(py)

i=1 i=1

1

n n; o~ 1< RS'S; N
= —§10g(2ﬂ') — Z glog (0'211)1) — 5 Z /\2—/\ ‘f‘gg(pn)

i=1 i—1 InWi
I I
n n; RSS; 1 n; RSS;
= —5 log(2n) —;Elog( - ) — 5; 7SS + U5 (Py)
I
= —§log(27r) —;Elog( . ) —§+€2(pn),

1

n n., . 1 ~

00,) = —5 log(27) — 5 log 0721 ~9; E RSS; + {5(pn)
n =1

I
n n 1 n ~
= —Elog(27r) - Elog (ﬁ ;1 RSSz) —3 + Lo ().

Nyni si uz jen uvédomime, ze jsme odvodili, ze p,, = P,, viz (3.12), a odecteme
dvojnéasobek vyrazu vyse, ¢imz dostaneme statistiku

1 I
1 .
i=1 =1

I I
1 A .
=n llog (E g RSSz) — g %log <R§SZ>] .
i=1 i=1 i
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Vidime tedy, Ze naSe testova statistika je zalozend na rozdilu logaritmu cel-
kového rezidualniho sou¢tu ¢étvercu déleného n a souctu vazenych logaritmu re-
zidudlnich souc¢tu ¢tvercu délenych n; v ramci i-té skupiny.

Zbyva oveérit predpoklady véty [7], které, jak vime, plati pro normalni i multi-
nomické rozdéleni. Proto jiz neni tézké odvodit, ze jsou splnény i v tomto modelu.

Podle véty []] ma tedy nase statistika asymptotické rozdéleni chi kvadrat
o takovém poctu stupnu volnosti, kolik bylo cilovych parametru. Jelikoz jsme
predpokladali znalost w; = 1, tak mluvime jen o zbylych ws, ..., w;. Tedy pocet
stupnu volnosti je I — 1. Celkové tedy

LR -2 X7, 71— o00.
O

Vidime, ze vysledna statistika LR (viz (3.21))) je velmi podobné statistice
B (viz (3.2)), dokonce maji i stejné asymptotické rozdéleni za platnosti nu-
lové hypotézy. N&s test tedy pro obé statistiky zamitne na asymptotické hladiné
vyznamnosti « € (0, 1) hypotézu Hy : w; = we = = wy = 1 pravé tehdy, kdyz
realizovand hodnota statistiky B nebo LR prevysi X%_l(l — «a). Jak moc se ale
pouziti statistik B a LR lisi, shrneme v nasledujici podkapitole.

3.2 Porovnani testovych statistik

Nejprve se podivejme, v ¢em si jsou statistiky (3.2)) a (3.21]) podobné. Uvédom-
me si, ze statistika B se také sestava z jednotlivych RSS;,i € {1,...,I}. Jednot-
livé odhady rozptylu v i-té skupiné, kde i € {1,..., I}, vypadaji takto:

RSS; o~  RSS;

nWi

n; — 1’ n;

92 —

7

Lisi se tedy jen ve jmenovateli, kde v prvnim ptipadé se RSS; déli poctem stupnu
volnosti n; — 1, kdezto v té druhé jen poctem pozorovani v i-té skupineé.
Celkové odhady jsou potom také podobného tvaru

I I
1 1
2 . =2 _ _ .
S* = — ;:1 RSS;, o, = - ;:1 RSS;.

Jesté jednou uvadim statistiky, aby byl vidét jejich rozdil:

I
1og( ZRSS) > g( - )]
I 1
n—1 1 n; — 1 RSS;
B=" [10g<mZRSSi>‘Zn_flog(m—l)

=1

1 U | 1
kde ¢ =14+ ———— _ .
ce=ltyr o (;ni—1 n—1>

Bartlettova statistika tedy pouziva pocty stupnu volnosti namisto poctu pozo-
rovani a navic je podélena konstantou ¢, ktera zpravidla byva jen nepatrné veétsi
nez 1.

LR=n
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Vsechny tyto tdpravy zpusobuji, ze statistika B ma lepsi asymptotické vlast-
nosti nez LR, proto se také na rozdil od LR v praxi pouziva k testovani homoske-
dasticity. Toto tvrzen{ prozkoumdme déle v numerickych simulacich v kapitole [5|

Jak jiz bylo feceno, statistika B ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky
rozdéleni x? . Udava se, Ze tato vlastnost lze pouzit k testovani, pokud plati
n; Z 772 € {]_,,I}

Tento Bartlettuv test se zda byt pii splnéni predpokladu normality tim nej-
silnéjsim z dostupnych testi. Ovsem je velmi citlivy na poruseni predpokladu
o normélnim rozdéleni. Existuji proto i dalsi mozné modifikace uvedené naptiklad

v Zvaral (2008, str. 120).
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Kapitola 4

Breusch-Paganuv test

Uvazme nyni nasledujici normalni heteroskedasticky linearni model
(Y, X) ~NLM (X "B,0%exp (Z' 7)),

kde B = (Bo,....Bk) € R* 62> 0a7 = (r,...,7,) € R? jsou neznamé
parametry a k € Ny,q € N. Dale vektor Z je néjakou znamou transformaci
vektoru X, tedy Z = g(X) pro zndmou funkci g : R¥! — R Lze také misto
exp (ZTT) uvazovat obecné néjakou diferencovatelnou kladnou redlnou funkci
h od skalarniho sou¢inu Z'7r s vlastnost{ h(0) = 1, zde volime h = exp pro
jednoduchost.

Meéjme k dispozici ndhodny vybeér (Y1, X3), ..., (Y,, X,) z rozdéleni (Y, X).
Na zékladé tohoto ndhodného vybéru mame sestavit test o homoskedasticité. Jak
je vidét z nasSi parametrizace, tak toto nastava, pokud 7 = 09.

Jak uz jsme ospravedlnili v sekci lze pracovat jen s podminénym rozdéle-
nim Y| X, které je dle predpokladu normalni. Pfedpokladejme tedy, ze

C"31T le 9($1)T
X = : = (Te0y- -, Tor), L= : = : = (Ze1s-- -, Zeq)
x, z, g(xn)"

jsou matice redlnych konstant s plnou sloupcovou hodnosti. Dale oznac¢me
W(r) = diag (w1(7), ..., w,(T)) = diag (exp (z/ T) ,... ,exp (2, T)).

Vzhledem k nasemu predpokladu ma nédhodny vektor Y = (V73,... ,Yn)T pii
pevnych X a Z rozdéleni

Y ~N, (X8,0°W(T)) . (4.1)
Chceme tedy odvodit test pro nésledujici hypotézu
Hy: 1 =07 proti alternative H; : 7 # 07. (4.2)

Jelikoz méme neznamé parametry 7, 02 a 3 a chceme se vénovat testovani 7, tak
pouzijeme teorie testu s rusivymi parametry uvedené v podkapitole 2.2 Ozna¢me
0 = (1,02, 3), piislusny parametricky prostor je tedy

O =R? x (0,00) x RFF.
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Rusivé parametry tedy budou ¥ = (02, By, . . ., Bk)T a cilovym parametrem bude 7.
Nasim cilem bude odvodit skérovy test zalozeny na testové statistice LM ((2.1)).

Bud'te

2

~2

n

1 - RSS
A:Hn__]ln]erU 0-721:—7 V= 9
n n B

Uy — o
kde u je vektor rezidui, RSS je rezidudlni soucet ¢tvercu a 1, znaci n-slozkovy

sloupcovy vektor 1,, = (1,1,...,1)".

Tvrzeni 9. V modelu popsaném vyse za platnosti Hy : 7 = 09 statistika

LM = %’UTZ (ZTAZ) ' ZT0 25 2, - o
2(07)
Diikaz. Potfebujeme tedy nalézt Fisherovu informacni matici a jeji inverzi, dale
maximéalné vérohodné odhady 3, a o2 za platnosti nulové hypotézy a overit
predpoklady veéty [7]
Zacnéme se sdruzenou hustotou f,, (y|X;0) vektoru Y pii dané realizaci X
vzhledem k Lebesgueové mire A". Plati

(2m)~2 TW(7)

1
ey -5) T - xe) )
COE: 1 (i — 2] 8)°
- p{—ész}

fo(ylX; 0) =

2

(02)3 (}i[l wi("')) -
) 27r)3n | T} exp{_%zn:;%e;p—%}'

Prvni rovnost je ziejma z vlastnosti naseho modelu a definice mnohorozmeér-
ného normalniho rozdéleni. Druhd rovnost plyne z diagonality matice oW (1),
nebot pak jeji determinant je jen soucin prvki na diagonsle a inverzni matice mé
na diagonale jen prevracené prvky. Tteti rovnost ndm plyne z vlastnosti prvku
w;(T) a exponencidly.

Uvédomime si, ze systém hustot F, 10 = {f(y|X; 0),0 € O} je reguldrni, viz
definice |8| VSechny parametry pochazeji z néjakého otevieného intervalu v para-
metrickém prostoru ©. Navic M = {y € R: f(y|X;0) > 0} nezdvisi na paramet-
ru 0. Diky vlastnostem normalniho rozdéleni jsou také splnény vSechny ostatni
predpoklady a také predpoklad z véty [, tedy lze Fisherovu informaéni matici
pocitat pomoci stfedni hodnoty z druhych parcialnich derivaci logaritmické vé-
rohodnosti /.

Déle tedy budeme pracovat s ptrirozenym logaritmem hustoty. Plati

1 & (Y —2]B)°
Z( )

o? exp(z 1)

1=

_ L 2 RS T
((6) =log [,(Y[X;8) = — log(270®) — - ;z T3
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Dalsim krokem je spocteni vsech derivaci podle nezndmych parametru.
2

260) 1 1 & (Yi—zB)
0 ——5Z%m+@;m% mel. gk (43)

OTm i=1

ore)  n 1 2”: (v —z/B)"

902 ~ 20° ' 20° —~  exp(z]T) (4.4)
0l(0) 1 <z (Yi—zB) .
—_— = — e : 4.
9B o2 Z exp(z,/T) JEA0, .k} (45)

i—
Déle si muzeme vyftesit soustavu vérohodnostnich rovnic a nalézt si tak ma-
ximalné vérohodné odhady. OvSem pro nase potieby staci jen nalézt odhady o?
a B za platnosti nulové hypotézy . Takze polozime vyrazy z rovnic ({4.4])
a rovny nule, dle polozime 7 = 07 a nalezneme odhady o2 a En
V soustavé vérohodnostnich rovnic tedy plati

ﬁi(n—wm)lé@azzgi(m—xzan)?
Vje{0,...,k}:gxij(m—xjﬁn>:o<:>vj':wjj (Y—Xén)zo

— X7 (Y . Xén) — Q1

— X'X8,=X"Y

—B,= (X'X)"XTY.
Zavedeme-li si podobné jako v sekci vektor Y = Xﬁn, dostaneme odhady

tvaru
3 (T lxT ~2_ln - y\*_ BSS
B,=(X'X)"'XY a U”_n;:(m v) = (4.6)
jako v klasickém modelu Y ~ N,, (X3, 0°L,).

Pokracujme déle ve vypoctech druhych derivaci funkce ¢. Dostavame

092((6) 1 & (Y- B)’
N A i Zimes , e{l,...,q},
T 0Ty 252 £ eXp(ZiTT) Zimy Zima, M1, Mo € { q}

0200) n 1 Y-z 8)

d(02)?  20% 004 exp(zT)

826(0) RN Tijy Tijo
.08, ~ o7 2oty T2 €10k
9p4,08;, o2 ; eXp(ZiTT)’ J1,72 € {0, ..., k},

520(8) 1 i zi; (Yi — x/ B)

0020 ot — exp(z,/T) J €0 k),
520(6) 1 & (Y- B)°

S N G 1.
00201, 204~ exp(2/T) zimy - m € 4L ab,
020(0) 1 Gy (Yi— ! B)

_ o e {0,. k), ... qt
9B;0Tm 202 =~ exp(z/T) - Jed bom €4 a}
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Vyuzijme tedy téchto druhych derivaci k tomu, abychom podle véty [5|spocetli
Fisherovu informacni matici za platnosti nasi hypotézy . Pricemz tento pred-
poklad je v nasi parametrizaci nutny jen u jedné rovnosti, proto jsem nad onu
rovnost uvedl symbol Hy. Pripomenu-li, ze EY; = = 3 a varY; = o?exp(z,' 1),
tak snadno dostaneme, ze

n

0%0(0) ] vary; 1 2l Zem
- [_— 20‘2 Z Zmlzim2 =35 Z Zimq Rime — 1—2,

0Ty OTimy exp(z;T) 2 i—1 2
9%0(9) varY; n  no? n
El—F s = % Z T 90t T g6 T 90t
9 (02)? ] J exp( z T) 20 o 20
El_ 826(9) 1 _ i " Tij, Tijy fé, wj—jlwv'z
0B3;,0B8;,]  o* — exp(z;'T) o?
2 1 1 <~z E(Y;, — )
o[ o0 :_ij ti-=/8)
do?0P;| ot = exp(z; T)

020(0) ] vary; 1 < 2zl 1,
El_ _ o _ Pemin
[ D207, | 204 Z exp(z 1) im = g2 z; “im 202 7
0*((0) ] xi; B z/ B)
E|— — 0.
[ 03,07 | T 202 21 exp ) %m =0

Nyni jiz mame vse potiebné pro sestaveni Fisherovy informac¢ni matice. Bude
to matice fddu g + 1 + (k + 1), kterou zapisu blokové tak, aby cilovy parametr 7
byl v levém hornim rohu. Matice ma tedy tvar

2’2 Z'la e
2
H, ]l%Z 276”2
I (r,6%,8) 2 | =2 o x| (4.7)
202 204 STxe
k+1 k+1)x1
QK+ xq  k+1)x =

Matici (4.7]) si rozdélme na bloky a pouzivejme déle znaceni zavedené v lem-
matu [0 V nasem piipadé mame takovouto situaci:

n  L'Z n zZ'1,
ng) == 352) — < o @qx(k+1)> ’
17 o olx(k+1)
n & n 20’4
J( ) _ 952 : J( ) _ T
21 @(kgl)xq 22 0(k+1)><1 X'X
o2

Povsimneme si, ze diky nasim ptredpokladium o plnych sloupcovych hodnostech
matic X a Z jsou matice Z'Z a X' X reguldrni, a tedy JSOU. reguldrnf i J") a J%

Pro odvozeni testové statistiky budeme potfebovat J] 119 a nasledné pracovat
s jeji inverzni matici. Pokracujme tedy urc¢enim této matice. Vyuzijeme pfitom
blokové diagonality matice Jg;), kterou zinvertujeme ,po blocich“ (na tuto matici
lze aplikovat lemma @
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Postupnymi tpravami dostavame

-1
ng.)z - ng) - Jg2) <Jéz)> ng)

4 T
= - SN0 2
2 202 O(k:—lT-ll)Xl o2 (XTx)‘l @(kfl)xq

Z'Z 7Z'1, 20* 1)Z
92 202 n 202

1 1 T 1
— 77 (Hn — _]1n11n) 7= -7"AZ.
n

2 2

Je zfejmé, ze matice A, kterou jsme si zavedli jiz pied tvrzenim [9] je symetrickd
(A =AT) a idempotentni (A% = A).

Oznacme déle U; (1,02, B) vektor parcidlnich derivaci funkce ¢ podle cilovych
proménnych 7. Plat{

a€(770-27/8) L - Ta\2 2 .
on - 202 Zzzl [(YZ z/B) —o ] “il
U, (r,0% ) = : = :
or,orp) | | 1 T2 o
B e 52 2 | (Vi = 218)" = 0?2

Nés bude dle (2.1) zajimat hodnota tohoto vektoru pro 7 = 07 a maximalné
vérohodné odhady o2 a 3, coz dle (4.6 dava

1 n
?Z:(u —0 )2’11

Ul (0q75727,7 Nn) - y
1

~2
20'n i

NIE

(u —0 )qu
1

kde u; = Y;— a:T,Bn =Y, —x, (XTX) 'XTy = E—}Z, i €{1,...,n} jsourezidua
tvorici dohromady vektor w. Pfipomenme, ze druhd mocnina eukleidovské normy
tohoto vektoru je pravé rezidudlni soucet ¢tverci, neboli RSS = |lul?.

Vektor U; lze dale upravit do jednodussiho tvaru. Ukazeme si dva mozné
zpusoby, jak se na toto divat. V prvnim ptipadé si definujme vektor v nasledovné

Vidime, ze i-ta slozka vektoru v je prumér rozdilu ¢tverce rezidua wu; se vSemi
ostatnimi. Pak lze vektor U; zapsat jako

1 » 1
R I e
¢ ~2 & n A=l " Z'v nZ'wv
U <07 Opns n) = : - X : :—25_,2 = 5RSS (48)
552 Zvlz,q 252 —5 24,V
O- .
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Druha moznost je definovat si pomocné velic¢iny

1< 1+
- im — .m]lna S 17"'7 )
n;z 2oL, m € {1,....q}

které dohromady tvofii sloupcovy vektor z = %ZT]ln. Potom plati

n

S (02— 52) 2 = Zuz,m_RSS

Zim
=1

i=1

= Zu?zlm — RSSZ,, = iuf (Zim — Zm) -
i=1

=1

A tedy se potom da vektor U; zapsat jako

U, (oqrg, ) - 202 Zu (4.9)

Pomoci téchto pruméru z,, lze také upravit nasi matici J11.2, a to do tvaru

; (z-1,2") (z-1,2"). (4.10)

O platnosti této rovnosti se jednoduse presvédéime pomoci nésledujicich uprav:
T 1 =\ " 1 T
(z-1,z") (z-1,z") = (Z — 1o~ (z™1,) ) (Z -1,—(Z"1,) )
n

T T
:(Z—ﬂ ]an> (Z_]l W10 )
n n

= (AZ)" (AZ) =Z"AZ = 7" AZ.

351)2 = ZTAZ =

Nyni uz si muzeme definovat testovou statistiku LM podle (2.1]) nasledovnée

LM = [Ul( a2 })}T [J?}?Q (0(1,53, ~n>]_1U1 (oq 5 ]).

Y n’

Zde pouzijeme nasich uvah vyse, abychom videéli, jak testova statistika LM vy-
pada. Kombinaci dvojic rovnic (4.8]), (4.10) a (4.9), (4.10) dostaneme, ze LM m&

tvar
Z7v\ ' (1 Al 1 -
M= (220 (zz7az) 22 = v'Z (2TAZ) " 2w
202 2 202

2(52)2
,} 2 [Zuzz (zi —

n

(z-1.2") (z-1.2")] [Zu ]
(4.11)

Zbyva uz jen ovérit predpoklady véty m Uz vime, Ze systém hustot Fgi42 je
regularni a ze skutecna hodnota parametru lezi v néjakém otevieném intervalu
obsazeném v ©. Déle je vzhledem k nasi parametrizaci splnén predpoklad
z vlastnosti hustoty normdlniho rozdéleni. Existence tfetich derivaci plyne

T
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jednoduse dalsim derivovanim druhych derivaci funkce ¢, v ¢emz nam nic nebrani.
Predpoklad jsme jiz opravnéné pouzivali pti vypoctu Fisherovy informaéni
matice. Predpoklad plyne opét z vlastnosti normalntho rozdéleni. Z rov-
nosti plyne, Ze Fisherova matice je spojitd v kazdém @ € ©, tedy i ve skutecné
hodnoté tohoto parametru. Tim jsme jiz ovérili predpoklady.

Véta [ mi tedy déva, ze za platnosti nulové hypotézy Hy : 7 = 07 plati

LM -2 X5, n — 0o, (4.12)

kde pocet stupnu volnosti ¢ odpovida poctu cilovych parametru.
O

N4&s skérovy test tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti « € (0, 1) zamitne
hypotézu Hy prave tehdy, kdyz LM > x2(1 — «).

Tento test navrhli v roce 1979 Breusch a Pagan ve svém c¢lanku Breusch
a Pagan (1979). Ukdzalo se ovSem, Ze tento test je velmi citlivy na poruseni
predpokladu normélniho rozdéleni. Proto o dva roky pozdéji navrhl Koenker
v ¢lanku Koenker| (1981)) tpravu, kterd tuto testovou statistiku studentizovala,
takze se da pouzit v piipadé, Ze si nejsme jisti s platnosti predpokladu normality.

Uprava spocCiva v tom, ze v testové statistice

1

2(52)°

1

LM = AR

v'Z(Z'AZ)"
)* odhadem rozptylu veli¢in £2 pomoci

L o VR ICI e

nahradime (o

32



Kapitola 5

Numerické studie

V této kapitole se na zdkladé pocitacovych simulaci v prostiedi R (R Core
Team|, 2016)) podivame, jaké vlastnosti maji testy odvozené v kapitolach [3] a
v zavislosti na rozsahu ndhodného vybéru n a na splnéni predpokladu normality.
Veskeré testy budeme provadét na asymptotické hladiné 5 %.

5.1 Experimentalni porovnani statistik B a LR

V této casti se vratime zpét k testim homoskedasticity v modelu analyzy roz-
ptylu jednoduchého tiidéni s obecné ruznymi rozptyly v jednotlivych skupinach
uvedenym v kapitole 3] které byly zalozeny na dvojici statistik

I I
1 n; RSS;
1 — g ) — g =1 !
og (n 2 RSS,) o og( . )] ,

=

I I
b= c [log (E Zizl RSSi) _Z n—1 log (ni— 1>] ’

=1

1 S 1
kde ¢ = 1 - .
R TR (Zlni—l n—[>

i=

LR=n

Obé statistiky by se pii dostatecné velkém n mély i{dit rozdélenim x? ,, kde
I je pocet skupin. Na konkrétnim prikladé tedy prozkoumame, jak velké n je
zapotfebi, abychom toto mohli tvrdit. Dale se podivame, zda testy zalozené na
téchto statistikach dodrzuji pfedepsanou hladinu. Nakonec prozkoumame jejich
schopnost rozpoznat neplatnou hypotézu, tedy experimentdlné prozkoumame je-
jich silu. U téchto testu nebudeme zkoumat jejich chovani pii nesplnéni predpo-
kladu normality.

Nase simulace provedeme vzdy pro I = 5 skupin. V podkapitole jsme
zavedli model tak, ze pfitazovani napozorovanych hodnot veli¢iny Y do skupin
probiha nahodné. Regresor urcujici piislusnost do skupiny je generovan z rozdéleni
Mults (n, p), kde p si nastavime na hodnoty

(1 2 3 4 5\
P=\15'15°15"15° 15 )

Pro vypocet statistiky B musime zajistit, aby v kazdé skupiné byly alespon dveé
pozorovani.
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Nejprve zacneme s pripadem, kdy je hypotéza homoskedasticity platna. Vsech-
na pozorovani y tedy budeme generovat z normalniho rozdéleni se stejnou hod-
notou rozptylu o? = 1. Stiedni hodnoty v jednotlivych skupindch nastavime
na rizné hodnoty, v tomto pifpadé nastavime na hodnoty p = (—1,0,1,2,3)" .
Dale si urcime jednotlivé rozsahy vybérua n > 5 - 2, pro které budeme chtit gene-
rovat data. Pro kazdé takové n potom 10 000-krat nasimulujeme ndhodny vybér
z tohoto rozdéleni. Pro jednotlivou simulaci napoc¢itdme hodnoty testovych sta-
tistik B a LR a podivéame se, zda prekrocily kritickou hodnotu x%(0.95) = 9.4877.
Statistiku LR spotteme jednoduse z naseho vzorce (3.21)), na vypocet statistiky
B lze pouzit funkce bartlett.test z balicku stats.

Nase simulace provedeme pro n € {10, 30, 50, 80, 100, 200, 400}. Vysledky ex-
perimenttu jsou shrnuty na obrézku a v tabulce [5.1 Obrazek se zamétuje
na zjisténi skuteéného rozdéleni jednotlivych statistik za nulové hypotézy. Muzeme
si v§imnout, ze empiricka distribuc¢ni funkce pro statistiku B se témeér prekryva
s distribuén{ funkef rozdéleni x2, a to uz i pro n = 10. Na druhou stranu je vidét,
ze empiricka distribuéni funkce statistiky LR se pro nizké hodnoty n vyrazné
odlisuje od distribuéni funkce rozdéleni x3, ale s rostoucim n se k této funkci bliz{
a pii n = 400 uz s ni také splyva.

Tabulka [5.1] uvddi, jaky byl podil zamitnuti nulové hypotézy v 10000 opa-
kovanich pfi jednotlivych rozsazich n. Vidime, ze Bartlettova statistika uz pri
n = 30 hladiny 0.05 témeér dosdhla. Na druhou stranu statistika LR zamitala pro
nizka n daleko castéji a hladiné 0.05 se ptriblizila az pro n = 400.

o
S
o |
o
©
9
x
LL
<
g
N Chi kvadrat s df=4
o
— B
— IR
o |
© I I I I I I
0 5 10 15 20 25

Obrézek 5.1: Grafy empirickych distribu¢nich funkei statistik B a LR za platnosti
hypotézy pri rostoucim rozsahu vybéru.
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n B LR

10 0.0328 0.4815
30 0.0464 0.1783
50 0.0497 0.1228
80 0.0516  0.0899
100  0.0529 0.0822
200  0.0527 0.0632
400  0.0471 0.0528

Tabulka 5.1: Namérené hladiny statistik B a LR za platnosti nulové hypotézy.

Konvergence statistiky LR k limitnimu rozdélen{ x? je viditelné pomalejsi nez
v pripadeé statistiky B. Toto je v souladu se zjisténimi prezentovanymi v literature,
které jsme uvedli v kapitole

Nyni budeme zkoumat silu téchto statistik. Jediné, co na nasem soucasném
modelu musime zménit, je platnost homoskedasticity. Budeme tedy generovat po-
zorovani stejnym postupem, jediné, co zménime, je nastaveni rozptylu v jednot-
livych skupindch. Nastavme tedy parametr smérodatné odchylky v jednotlivych
skupinach na o = (1,1.2,1.4,1.6,1.8)T.

N

Budeme uvazovat rozsahy ndhodného vybéru z mnoziny

N = {10, 20,30, 40,50, . .., 340, 350}.

o
S
ee]
.
© |
s ©
@ N
o —— B
N
N
o |
© I I I I
0 100 200 300

Obrazek 5.2: Experimentalni sila statistik B a LR pfi ruzném rozsahu vybéru.
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Pro kazdé n € N provedeme 10000 simulaci a zaznamename, kolikrat jsme se
(spravné) rozhodli zamitnout nulovou hypotézu homoskedasticity. Nase vysledky
jsou zaznamendny na obrazku [5.2l Muzeme vidét, ze u obou statistik dochdzi
s rostoucim n ke zvétsovani podilu zamitnutych hypotéz, dokonce se pro vysoké
n blizi k jedné. Statistika L R zjevné zamita neplatnou hypotézu homoskedasticity
castéji nez Bartlettova statistika, ovSsem zasadnéjsi je pro nés dodrzeni hladiny.
Tu LR v nasem modelu dodrzuje az pti n blizkém 400, viz tabulka[5.1] jenze pro
takové n uz jsou sily B a LR srovnatelné.

Na tomto modelu jsme se tedy ptresvedcili, ze statistika B ma skutecné lepsi
asymptotické vlastnosti nez ndmi odvozena statistika LR.

V priloze pod polozkou uvadim skript, ktery jsem stvofil pii provadéni
simulaci. Manipulaci s timto skriptem Ize nejen zreprodukovat nase vysledky, ale
také zkoumat dale vlastnosti statistik B a LR za volby jinych parametru.

5.2 Breusch-Paganuv test

Nyni budeme vySetfovat vlastnosti testové statistiky LM odvozené v kapi-
tole[d] V tomto pifpadé budeme zkoumat, zda nase statistika dodrzuje predepsa-
nou hladinu, uz se ale nebudeme zajimat o jeji silu. Navic provéfime, jak (ne)do-
drzuje predepsanou hladinu, neni-li splnén predpoklad o normalnim rozdéleni.
V obou pripadech budeme navic zkoumat vliv studentizace této statistiky, ktera
byla navrzena v praci |[Koenker| (1981), viz poznamka v zavéru kapitoly . Nase
simulace provedeme na nasledujicim modelu.

Pro zvoleny rozsah vybéru n budeme uvazovat matici konstant X o tiech
sloupcich o délce n, pricemz prvni z nich bude obsahovat pouze prvky 1, druhy
bude tvoren posloupnosti n ¢éisel tvorici ekvidistantni déleni na intervalu [0, 1]
a treti sloupec bude stiidavé obsahovat prvky 0 a 1. Neboli pro n sudé

1 1 1 1 1 1 1
1 2 4 -2

X" = |o 3 Lz 1
n—1 n—-1 n—-1 n-1 n—1

0 1 0 1 0 0 1

Sice hodlame nase data generovat za predpokladu pevného rozptylu, ale abychom
mohli testovat, tak musime urcit na jakych pomocnych regresorech Z by mohl
obecné roztyl zaviset. My zvolime za pomocné regresory prostiedni sloupec matice
X, tedy vektor

1 2 3 4 —2 \'
z=10, ) , , ,...,n—,l .
n—1n—-1n—-1n-1 n—1

Tedy parametrizace rozptylu by za platnosti alternativy u veliciny Y; vypadala
jako o2 exp(z;-7),i € {1,...,n}, kde 7 € R je neznamy jednorozmérny parametr,
o némz budeme testovat, zda se rovna nule. Proto asymptotické rozdéleni statis-
tiky LM by mélo byt 2. Pifslusnd kritickd hodnota pro asymptotickou hladinu
5 % je x2(0.95) = 3.8415. Déle nastavime hodnoty ostatnich parametru na

B=(0,1,1)T, o=2.
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Nyni budeme moct pristoupit ke generovani velicin y;,i € {1,...,n}, které
budeme provadét nasledovneé

Yi ‘= m:,@—FEZ,Z c {1,...,’/7,},

kde x; a 3 jiz zname, ale veli¢iny ¢; si nagenerujeme. Budeme uvazovat 3 piipady,
podle toho, z jakého rozdéleni e; pochéazi. Nejprve podle predpokladu provedeme
pro g; ~ N(0,22). Pro rozpor s piredpokladem normality pouZijeme rozdéleni
LN (0,2?%) (logaritmicko-normélni) a t3 (studentovo rozdéleni se 3 stupni volnosti).
Jakmile budeme mit vSechny tyto veliciny nagenerovany, tak muzeme pristoupit
k samotnému testovani. Vyuzijeme k tomu balicku lmtest (Zeileis a Hothorn,
2002), konkrétné funkce bptest, kterd zvlada napocitat, jak obycejnou statistiku
LM, tak i jeji studentizovanou verzi.

Pro kazdé n € {30, 50, 80, 100, 150, 200, 300,400} nagenerujeme 10 000 ndhod-
nych vybéru o rozsahu n pro kazdé z téch tii rozdéleni a pro kazdy nahodny
vybér z daného rozdéleni napocitame, jak studentizovanou, tak obecnou verzi
statistiky LM . Zaznamename si, kolikrat jsme celkové presdhli kritickou hodnotu
x3(0.95) = 3.8415 v jednotlivych pifpadech. Nase vysledky shrnuje tabulka

Pro jednotliva rozdéleni si tato data zakreslime do grafu, abychom nazorné
vidéli nase vysledky. Nejprve se podivejme na vysledky normélniho rozdéleni, viz
obrazek Vidime, ze v tomto piipadé statistika LM v obou ptipadech vesmés
dodrzuje predepsanou asymptotickou hladinu 0.05.

Pro logaritmicko normalni rozdéleni to uz neplati. Na obrazku muzeme
vidét, ze nestudentizovana statistika prekracuje kritickou hodnotu ve vice jak
poloviné pozorovani, a navic s vétsim rozsahem vybéru dokonce dosazena hladina
roste. Na druhou stranu studentizovanda statistika uz predepsanou hladinu 0.05
nepiekracuje, ale z tabulky vidime, ze tato dosazena hladina se spiSe blizi
hodnoté 0.025.

Studentovo rozdéleni t3 je na tom velmi podobné jako logaritmicko-normélni
rozdéleni. Na obrazku [5.5| vidime, ze dosazend hladina u nestudentizované sta-
tistiky s vétsim n roste zhruba k hodnoté 0.45. Studentizovana statistika uz
predepsanou hladinu 0.05 neprekracuje, ale také je vidét, ze se spise blizi hodnoté
0.04 nez hodnotée 0.05.

Nestudentizovana LM Studentizovand LM
n N LN t3 N LN t3

30 0.0406 0.5100 0.1844 0.0479 0.0469 0.0465
20 0.0481 0.5898 0.2440 0.0550 0.0369 0.0417
80 0.0453 0.6512 0.2947 0.0456 0.0322 0.0409
100 0.0501 0.6791 0.3145 0.0517 0.0290 0.0406
150 0.0481 0.7275 0.3505 0.0503 0.0272 0.0408
200 0.0486 0.7558 0.3866 0.0491 0.0279 0.0421
300 0.0467 0.7923 0.4158 0.0490 0.0254 0.0431
400 0.0435 0.8087 0.4396 0.0440 0.0268 0.0376

Tabulka 5.2: Dosazené hladiny testu pro jednotliva rozdéleni v zavislosti na roz-
sahu vybéru n.

37



podil zamitnuti

podil zamitnuti

— LM
studentizovana LM

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
I

Obréazek 5.3: Graf podilu zamitnuti pii N rozdéleni v zavislosti na n.
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Obrazek 5.4: Graf podilu zamitnuti pii LN rozdéleni v zavislosti na n.
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Obrazek 5.5: Graf podilu zamitnuti pti t3 rozdéleni v zavislosti na n.

Muzeme se také podivat, jak vypadaji empirické distribuéni funkce téchto sta-
tistik v nasich Sesti pripadech. Tyto funkce si ale pro prehlednost vykreslime pro
jedinou hodnotu n. Na obrazku ktery je vykreslen pro n = 50, vidime, ze
pro data vygenerovand z normalniho rozdéleni se graf empirické distribuéni funkce
statistiky LM podobd grafu distribuéni funkce rozdéleni y3. Pro nenormdlni data
se studentizovanou statistikou uz pozorujeme drobné odchylky a pro nestudenti-
zovanou vidime zna¢ny rozdil.

Témito simulacemi jsme se tedy presveédcili, ze za platného predpokladu nor-
malniho rozdéleni nase testovani homoskedasticity piiblizné dodrzuje predepsa-
nou hladinu. Pokud tento predpoklad splnén neni, tak LM sama o sobé dava
nezadouci vysledky, ale po jeji studentizaci jsou vysledky ptiznivejsi.

Mezi prilohami pod polozkou [2)| je uveden také vypracovany skript pro pro-
sttedi R. Jeho modifikaci 1ze zkoumat vlastnosti Breusch-Paganova testu i pro
jiné parametry, nez s jakymi jsme pracovali zde.
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Obrazek 5.6: Grafy empirickych distribu¢nich funkci statistiky LM pro ruzna
rozdéleni pii rozsahu vybéru n = 50.
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Zaver

Préace predstavila klasicky linearni model a zobecnila jej na model heteroske-
dasticky. K nezdvisle proménnym (regresorum) bylo v téchto modelech ptistupo-
vano jako k ndhodnym vektorim. Nasledné jsme si pripomnéli zasadni poznatky
z teorie maximalni vérohodnosti a ukazali si, jak je aplikovat v linearnim modelu.
Zejména jsme se potom zajimali o testy s rusivymi parametry, které z teorie ma-
ximalni vérohodnosti vychazeji. Na zdkladé téchto teoretickych podkladu jsme si
odvodili dva zakladni testy predpokladu homoskedasticity. Nejprve jsme si zobec-
nili model analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni ve smyslu heteroskedastického
linedrniho modelu a odvodili si test zalozeny na vérohodnostnim poméru pro
shodnost rozptylu. Nasi vyslednou statistiku jsme porovnali s lehce modifikova-
nou statistikou navrzenou Bartlettem. Na zékladé provedenych simulaci jsme se
presvédcili, ze tato modifikace skutecné disponuje lepsimi asymptotickymi vlast-
nostmi nez nami odvozena statistika. Ve druhém piipadé jsme zkoumali obecny
normalni heteroskedasticky model, kde rozptyl chyb tohoto modelu zavisel na do-
provodnych veli¢indch. Zde jsme po dlouhé radé vypoctu dosli ke skérové testové
statistice a uvedli jsme jeji studentizovanou modifikaci. V naslednych numerickych
studiich jsme si ovérili jeji asymptotické vlastnosti a zkoumali, jak se tato statis-
tika chova, neni-li splnén predpoklad normalniho rozdéleni. Ukazalo se, ze v tomto
pripadé ma jeji studentizovana verze mnohem piiznivéjsi vliastnosti.
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Prilohy

V kapitole [5| jsme pracovali s vypocetnim prostiedim R. Prislusnd implemen-
tace nasich provedenych simulac{ (zv14st pro Bartlettuv test a zvl4st pro Breusch-
Paganuv test) je uvedena v nésledujicich dvou skriptech, které jsou k dispozici
ke stazeni ze Studijniho informac¢niho systému.

Néazvy jednotlivych souboru:

1) skript-Bartlett.R

2) skript-Breusch-Pagan.R
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