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této práce.
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Použ́ıvané značeńı

V této práci se budeme držet následuj́ıćıch konvenćı:

. Malými ř́ımskými a řeckými ṕısmeny budeme označovat jednorozměrné
konstanty, parametry či funkce. Ṕısmena i, j, k, l,m, n budou označovat
přirozená č́ısla.

. Velkými ř́ımskými ṕısmeny budeme (až na výjimky - ε) označovat náhodné
veličiny (X, Y , Z), jejich realizace potom př́ıslušnými malými ṕısmeny (x,
y, z). Dále také v několika př́ıpadech použijeme velkých ř́ımských a řeckých
ṕısmen pro označeńı množin (M , Ω, Θ, . . .).

. Tučnými ṕısmeny budeme značit vektory. Každý vektor bude chápán jako
sloupcový. Pro náhodné vektory budeme (až na výjimky - u) už́ıvat velká
ř́ımská ṕısmena (X, Y , Z) a jejich realizace př́ıslušnými malými ṕısmeny
(x, y, z).

. Pro matice budeme použ́ıvat zdvojených velkých ř́ımských ṕısmen (A, X)
nebo Σ. V textu budeme použ́ıvat značeńı X jak pro náhodnou matici, tak
i jej́ı realizaci, je tedy třeba význam symbolu určit z kontextu. Symboly N
a R máme vyhrazeny pro označeńı množiny přirozených a reálných č́ısel.

. Pro mı́ry máme vyhrazený speciálńı font řeckých ṕısmen (µ,ν, λ).

. Bezpatkové ṕısmo je použ́ıváno pro značeńı pravděpodobnostńıch rozděleńı
(N, Mult, LM, . . .) nebo určitých funkcionál̊u či operátor̊u (E, var, Tr, . . .).

. Strojové ṕısmo budeme použ́ıvat pro pojmy spojené s výpočetńım soft-
warem (bartlett.test, bptest, . . . ).

. Použit́ı stř́ı̌sky či vlnky nad ṕısmenem znač́ı, že se jedná o odhad tohoto
parametru, často je následován indexem n označuj́ıćı rozsah náhodného
výběru. Např́ıklad β̃n, σ̂2

n, . . .

Speciálńı symboly:

(Ω,A,P) pravděpodobnostńı prostor s množinou jev̊u Ω,

σ-algebrou A a pravděpodobnostńı mı́rou P

s.j. skoro jistě vzhledem k pravděpodobnostńı mı́̌re P

[µ] s.v. skoro všude/všechna vzhledem k mı́̌re µ

λ, λn Lebesgueova (n-rozměrná) mı́ra

B0 borelovská σ-algebra na R
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Y |X podmı́něné rozděleńı náhodné veličiny Y při X

E [Y |X] podmı́něná středńı hodnota náhodné veličiny Y při X

var [Y |X] podmı́něný rozptyl náhodné veličiny Y při X

diag(. . .) diagonálńı matice s danými prvky na diagonále

Tr(A) stopa matice A
det(A) determinant matice A
x>,X> operátor transpozice vektoru x a matice X

A−1 inverzńı matice k matici A
‖x‖ eukleidovská norma vektoru x = (x1, . . . , xn)>,

‖x‖ =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n

1n n-složkový sloupcový vektor, jehož prvky jsou jen 1

In jednotková matice řádu n, neboli diag(1, . . . , 1)

0n, 0n×1 n-složkový sloupcový nulový vektor

01×n n-složkový řádkový nulový vektor

On×m nulová matice řádu n×m
δij Kroneckerovo delta, δij = 1 jedině tehdy, když i = j, jinak δij = 0

` logaritmická věrohodnost

Fm systém hustot generovaný parametrickým prostorem o dimenzi m

H0, H1 nulová hypotéza a alternativa
D−→ konvergence v distribuci

χ2
q ch́ı kvadrát rozděleńı o q ∈ N stupńıch volnosti

χ2
q(α) α-kvantil rozděleńı ch́ı kvadrát o q stupńıch volnosti

R symbol pro označeńı statistického výpočetńıho softwaru R
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Úvod

Úkolem této práce bude nejdř́ıve představit klasický lineárńı model, kde se
předpokládá konstantńı rozptyl chyb, a následně ho zobecnit na heteroskedas-
tický lineárńı model, který už bude obecně předpokládat proměnlivost tohoto
rozptylu. Jednodušš́ı definice lineárńıho modelu předpokládá, že uvažované regre-
sory jsou předem známé konstanty. V tomto textu ovšem budeme předpokládat,
že regresory budou obecně náhodné vektory. Toto zobecněńı nás tedy nut́ı pra-
covat s podmı́něným rozděleńım, podmı́něnou středńı hodnotou a podmı́něným
rozptylem. Dále jelikož teorie maximálńı věrohodnosti a z ńı vycházej́ıćı teo-
rie test̊u s rušivými parametry tvoř́ı základy, ze kterých budeme při odvozováńı
test̊u vycházet, shrneme ve druhé kapitole stěžejńı definice a poznatky těchto
př́ıstup̊u, na které se budeme odvolávat. Ve třet́ı kapitole si představ́ıme mo-
del analýzy rozptylu jednoduchého tř́ıděńı, kde budeme obecně předpokládat
nejen rozd́ılné středńı hodnoty, ale i rozptyly v jednotlivých skupinách. Tento
model si zobecńıme do pojmů definovaných v prvńı kapitole a následně po-
drobně odvod́ıme test homoskedasticity poměrem věrohodnosti. Seznámı́me se
také s velmi podobnou statistikou, kterou již v roce 1937 navrhl anglický sta-
tistik Maurice Stevenson Bartlett a dáme ji do souvislosti s odvozeným tes-
tem poměrem věrohodnost́ı. Ve čtvrté kapitole se pod́ıváme na heteroskedastický
lineárńı model, kde připoušt́ıme závislost rozptylu na doprovodných regresorech.
Důkladně v tomto modelu odvod́ıme takzvaný skórový test, který navrhli v roce
1979 austraľst́ı statistici Trevor Breusch a Adrian Pagan. V závěrečné kapitole
za pomoci výpočetńıho prostřed́ı R (R Core Team, 2016)prostudujeme vlast-
nosti odvozených testových statistik. Zejména nás bude zaj́ımat, zda dodržuj́ı
předepsanou hladinu a jak přesná je použitá asymptotika při malém rozsahu
výběru. Dále se zaměř́ıme na studium śıly těchto test̊u a chováńı př́ıslušných
statistik při nesplněńı předpokladu normality.
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Kapitola 1

Lineárńı model

V této kapitole se seznámı́me s klasickým a heteroskedastickým lineárńım
modelem a základńımi pojmy, se kterými budeme dále pracovat. Uvedeme si také
základńı tvrzeńı a věty, které z těchto definic vyplývaj́ı.

1.1 Klasický lineárńı model

Nejprve si zavedeme klasický lineárńı model. Uvažme reálný náhodný vektor
(Y,X) na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P) se sdruženou hustotou f(y,x)
vzhledem k σ-konečné mı́̌re ν = νy × νx, kde Y je náhodná veličina a X =
(X0, X1, . . . , Xk)

> je náhodný vektor dimenze k + 1 pro k ∈ N0. Dále budeme
předpokládat, že νy je Lebesgueova mı́ra λ na (R,B0).

Definice 1. Řekneme, že (Y,X) se ř́ıd́ı lineárńım modelem, pokud

E [Y |X] = X>β s.j.,

var [Y |X] = σ2 s.j.,
(1.1)

kde β ∈ Rk+1 a σ2 > 0 jsou neznámé parametry, a pokud rozděleńı náhodného
vektoru X na těchto parametrech nezáviśı.
Nadále budeme psát (Y,X) ∼ LM

(
X>β, σ2

)
.

Poznámka. Několik doplňuj́ıćıch poznámek k definici 1.

a) Náhodné veličině Y se ř́ıká vysvětlovaná proměnná (nebo také závisle pro-
měnná) a náhodnému vektoru X ř́ıkáme regresory (nebo také nezávisle
proměnné). Dále ř́ıkáme, že se jedná o lineárńı model, protože podmı́něná
středńı hodnota Y při X záviśı na β lineárně.

b) Častým předpokladem v lineárńıch modelech bývá, že náhodná veličina
X0 má degenerované (nenáhodné) rozděleńı X0 = 1 skoro jistě. Náhodný
vektor X jsme tedy zavedli jako (k + 1)-složkový, abychom tento př́ıpad
mohli odlǐsit ve zvláštńı (nulté) složce.

c) V textu budeme dále pracovat s podmı́něným rozděleńım Y |X, jehož hus-
totu budeme značit fY |X . Tato hustota záviśı na parametrech β a σ2.
Označme fX hustotu náhodného vektoru X, tato už na β a σ2 nezáviśı.
Ze známých vlastnost́ı hustot z teorie pravděpodobnosti plat́ı

f(y,x;β, σ2) = fY |X(y|x;β, σ2)fX(x) [ν] s.v. (1.2)
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Definice 2. V lineárńım modelu (Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2

)
zavedeme náhodnou

veličinu ε jako
ε := Y −X>β

a budeme ji nazývat chybový člen modelu.

Poznámka. ε z definice 2 odpov́ıdá náhodné veličině popisuj́ıćı odchylku (či chybu
-

”
error“) vysvětlované proměnné od jej́ı podmı́něné středńı hodnoty. Jakožto

náhodnou veličinu bychom ji tedy měli dle naš́ı konvence značit velkým ř́ımským
ṕısmenem. Ovšem použit́ı ṕısmena E by mohlo snadno vést k záměně s operáto-
rem středńı hodnoty E, proto si zde dovoĺıme od naš́ı konvence upustit a značit
tuto veličinu právě ṕısmenem ε.

Lemma 1. Necht’ (Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2

)
, potom pro ε z definice 2 plat́ı

E ε = 0, var ε = σ2.

D̊ukaz. Oba vzorce dostaneme použit́ım základńıch vlastnost́ı podmı́něné středńı
hodnoty a vzorce (1.1) z definice 1 lineárńıho modelu.

Pro středńı hodnotu náhodné veličiny ε plat́ı

E ε = E (E [ε|X]) = E
(
E [Y |X]− E

[
X>β

∣∣X]) = E
(
X>β −X>β

)
= 0.

Pro rozptyl ε si nejprve připomeneme vzorec (1.3) pro U ,V obecné náhodné
vektory. Plat́ı, že

varU = E (var [U |V ]) + var (E [U |V ]) . (1.3)

Tento vzorec aplikujeme na U = ε a V = X. Už v minulém výpočtu jsme došli
ke zjǐstěńı, že

E [ε|X] = 0 s.j.,

proto druhý člen ve vzorci (1.3) bude také nulový. Zaměřme se proto na výpočet
var [ε|X], pro který plat́ı

var [ε|X] = var
[
Y −X>β

∣∣X]
= E

[(
Y −X>β − E

[
Y −X>β

∣∣X])2
∣∣∣X]

= E
[(
Y − E [Y |X])2

∣∣X]
= var [Y |X] = σ2 s.j.

Odtud již plyne, že var ε = E (var [ε|X]) = Eσ2 = σ2.

Standardńı situaćı bývá, že parametry β a σ2 jsou neznámé a naš́ım ćılem
je odhadnout tyto parametry na základě naměřených dat, které reprezentujeme
náhodným výběrem z př́ıslušného rozděleńı. Dále si definujeme řadu užitečných
charakteristik, které nám přibĺıž́ı chováńı našeho modelu.

Mějme náhodný výběr (Y1,X1), . . . , (Yn,Xn) z rozděleńı

(Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2

)
.

6



Zaved’me si náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)> a náhodnou matici X s řádky
X>i , i ∈ {1, . . . , n}. Pak z nezávislosti a definice 1 plyne, že

E [Y |X] = Xβ s.j.,

var [Y |X] = σ2In s.j.,

kde In znač́ı jednotkovou matici řádu n.

Definice 3. Budeme ř́ıkat, že (Y ,X) se ř́ıd́ı lineárńım modelem, a zapisovat to
budeme také jako

(Y ,X) ∼ LM
(
Xβ, σ2In

)
.

Danou realizaci náhodného výběru budeme značit (yi,xi) pro i ∈ {1, . . . ,n}
a dále y = (y1, . . . , yn)>. Symbolem X budeme rozumět jak onu realizaci

X =

x
>
1
...

x>n

 ,

tak i náhodnou matici X. V celém textu budeme pro jednoduchost předpokládat,
že n > k + 1 a že tato matice má skoro jistě plnou sloupcovou hodnost k + 1,
kterou budeme značit r, tj. r = k + 1.

Náhodný výběr z definice 3 pak má dle (1.2) sdruženou hustotu vzhledem
k součinové mı́̌re νn = ν× · · · × ν tvaru

fn(y,X;β, σ2) =
n∏
i=1

f(yi,xi;β, σ
2) =

n∏
i=1

fY |X(yi|xi;β, σ2)fX(xi)

= fY |X(y|X;β, σ2)fX(X) [νn] s.v.,

(1.4)

kde fY |X znač́ı hustotu sdruženého podmı́něného rozděleńı Y |X a fX znač́ı sdru-
ženou hustotu náhodné matice X.

Obdobně si také zavedeme vektor chybových člen̊u modelu ε = (ε1, . . . , εn)>,
kde εi = Yi −X>i β pro každé i ∈ {1, . . . , n}, tedy ε = (Y −Xβ). Potom pro něj
dle d̊ukazu lemmatu 1 plat́ı

E [ε|X] = 0 s.j., var [ε|X] = σ2In s.j.

1.2 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Nyńı můžeme přistoupit k odhadu vektorového parametru β. Standardńı me-
todou pro nalezeńı tohoto odhadu je metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Součtem čtverc̊u
rozumı́me funkci SS(β) při daných (Y ,X) definovanou jako

SS(β) = ‖Y − Xβ‖2 = (Y − Xβ)>(Y − Xβ) =
n∑
i=1

(
Yi −X>i β

)2
.

Odhadem b vektorového parametru β metodou nejmenš́ıch čtverc̊u potom ro-
zumı́me takovou hodnotu β, která minimalizuje funkci SS(β), to jest

b = arg min
β∈Rk+1

SS(β).
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Za našeho předpokladu o plné sloupcové hodnosti matice X lze toto b jedno-
značně určit jako řešeńı tzv. soustavy normálńıch rovnic

X>Xb = X>Y ve tvaru b =
(
X>X

)−1 X>Y .

Definice 4. V modelu (Y ,X) ∼ LM (Xβ, σ2In) definujeme

• vektor vyrovnaných hodnot Ŷ := Xb = X
(
X>X

)−1 X>Y ,

• vektor rezidúı u := Y − Ŷ =
(
In − X

(
X>X

)−1 X>
)
Y ,

• reziduálńı součet čtverc̊u RSS := SS(b) = ‖u‖2 =
n∑
i=1

(
Yi − Ŷi

)2

,

• reziduálńı rozptyl S2 :=
RSS

n− r
, kde r = k + 1 je hodnost matice X.

Poznámka. Y −Ŷ je opět náhodný vektor, tedy bychom měli už́ıvat pro označeńı
rezidúı velkého ṕısmene U . Zde se drž́ıme značeńı zavedeného v učebnici Zvára
(2008), ze které primárně vycháźıme.

Poznámka. Vektor Ŷ je nestranným odhadem vektoru Xβ, nebot’

E
[
Ŷ
∣∣∣X] = X

(
X>X

)−1 X> E [Y |X] = X
(
X>X

)−1 X>Xβ = Xβ s.j.

Pro podmı́něný rozptyl tohoto odhadu plat́ı

var
[
Ŷ
∣∣∣X] = X

(
X>X

)−1 X>
(
σ2In

)
X
(
X>X

)−1 X> = σ2X
(
X>X

)−1 X> s.j.

Reziduálńı součet čtverc̊u odpov́ıdá dle této definice součtu čtverc̊u vzdálenos-
t́ı odhad̊u Ŷi od Yi, tedy nám vypov́ıdá o tom, jak moc dobře nám Ŷ aproximuje
Y . Jeho vztah k podmı́něném rozptylu σ2 je popsán v následuj́ıćım lemmatu.

Lemma 2. V modelu Y ∼ LM (Xβ, σ2In), kde daná matice X má hodnost r, plat́ı

E [RSS|X] = (n− r)σ2 s.j., E
[
S2
∣∣X] = σ2 s.j.

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu věty 2.2. v práci Zvára (2008), uvedeme si
však několik úprav, které je v d̊ukazu nutné provést.

Označ́ıme-li si matice H = X
(
X>X

)−1 X> a M = In−H, pak tyto matice jsou
symetrické a idempotentńı se stopami po řadě r a (n− r) a plat́ı

Ŷ = HY , u = MY = Mε.

Mimochodem se potom dá z těchto vyjádřeńı źıskat

E [u|X] = 0 s.j., var [u|X] = σ2M s.j.

Chceme źıskat podmı́něnou středńı hodnotu RSS při X, k tomu využijeme ekvi-
valentńıch zápis̊u

RSS = ‖u‖2 = u>u = ε>M>Mε = ε>Mε.
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Nyńı už se jen využije vlastnost́ı funkcionálu stopy matice Tr, abychom mohli
provést následuj́ıćı úpravy

E [RSS|X] = E
[
ε>Mε|X

]
= E

[
Tr
(
ε>Mε

)
|X
]

= Tr
(
ME

[
εε>|X

])
= Tr (M var [ε|X]) = Tr

(
Mσ2In

)
= σ2 Tr (M) = (n− r)σ2 s.j.

Odtud již snadno plyne i druhé tvrzeńı.

Při práci s lineárńımi modely se často předpokládá normalita podmı́něného
rozděleńı Y |X.

Definice 5. Řekneme, že (Y,X) se ř́ıd́ı normálńım lineárńım modelem, jestlǐze
Y |X má normálńı rozděleńı s parametrem středńı hodnoty X>β a rozptylem σ2.
Ṕı̌seme (Y,X) ∼ NLM

(
X>β, σ2

)
.

Máme-li náhodný výběr (Y1,X1), . . ., (Yn,Xn) z takovéhoto rozděleńı (Y,X),
pak ř́ıkáme, že se (Y ,X) ř́ıd́ı normálńım lineárńım modelem a ṕı̌seme (Y ,X) ∼
NLM

(
X>β, σ2In

)
.

Podmı́něná hustota fY |X vzhledem k Lebesgueově mı́̌re λ je tedy tvaru

fY |X(y|x;β, σ2) =
1√

2πσ2
exp

{
−
(
y − x>β

)2

2σ2

}
.

Podmı́něná hustota fY |X rozděleńı (Y |X) vzhledem k Lebesgueově n-rozměrné
mı́̌re λn je potom rovna

fY |X(y|X;β, σ2) =
(
2πσ2

)−n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(
yi − x>i β

)2

}
.

Věta 3. V modelu (Y ,X) ∼ NLM
(
X>β, σ2In

)
plat́ı(

1

σ2
RSS

∣∣∣∣X) =

(
1

σ2
‖u‖2

∣∣∣∣X) ∼ χ2
n−r,

kde r je hodnost matice X.

D̊ukaz. Lze provést analogicky jako v práci Zvára (2008, Věta 2.6.).

1.3 Heteroskedastické modely

Doposud jsme pracovali s klasickým tzv. homoskedastickým modelem, kde
var [Y |X] je rovno skoro jistě konstantě. Tento předpoklad nám značně usnadňuje
práci. Obecně je však nutno uvážit situaci, kdy toto neńı nutně pravda a rozptyl
záviśı na regresorech. Naš́ım ćılem je tedy nalézt nějaké testy, které by dokázaly
určit, zda naše data jsou v souladu s předpokladem homoskedasticity nebo naopak
tento předpoklad silně vyvracej́ı.

Existuje řada obecných zp̊usob̊u, jak v lineárńım modelu zavést heteroskedas-
ticitu. V této práci budeme ř́ıkat, že náhodný vektor (Y,X) se ř́ıd́ı heteroskedas-
tickým lineárńım modelem, pokud plat́ı

E [Y |X] = X>β s.j.,

var [Y |X] = σ2h(X; τ ) s.j.,
(1.5)
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kde β ∈ Rk+1, σ2 > 0 a τ ∈ T ⊂ Rq, q ∈ N jsou neznámé parametry, h je kladná
měřitelná funkce, a pokud rozděleńı náhodného vektoru X na parametrech β, σ2

a τ nezáviśı. Obecně by se dalo předpokládat, že funkce h může nav́ıc záviset
na β, tuto situaci však zkoumat nebudeme.

Nastane-li tato situace, tak budeme analogicky jako v klasickém lineárńım
modelu psát

(Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2h(X; τ )

)
anebo (Y,X) ∼ NLM

(
X>β, σ2h(X; τ )

)
v př́ıpadě, že podmı́něné rozděleńı (Y |X) je normálńı. Pro hustotu vzhledem
k mı́̌re ν tohoto rozděleńı plat́ı

f(y,x; τ ,β, σ2) = fY |X(y|x; τ ,β, σ2) · fX(x) [ν] s.v.

Když budeme opět uvažovat náhodný výběr (Y1,X1), . . . , (Yn,Xn) z tohoto
rozděleńı, tak ponecháváme značeńı Y a X a budeme ř́ıkat, že (Y ,X) se ř́ıd́ı
heteroskedasticitńım modelem s podmı́něnou rozptylovou matićı

Σ(X) := var [Y |X] = σ2 diag (h(X1; τ ), . . . , h(Xn; τ )) s.j.

a psát budeme (Y ,X) ∼ LM (Xβ,Σ(X)). V př́ıpadě, že podmı́něné rozděleńı
(Y |X) je normálńı, budeme analogicky psát (Y ,X) ∼ NLM (Xβ,Σ(X)).

Vzhledem k tomu, že funkce h(Xi; τ ), i ∈ {1, . . . , n} jsou kladné, tak existuj́ı
matice

Σ−1(X) =
1

σ2
diag

(
1

h(X1; τ )
, . . . ,

1

h(Xn; τ )

)
,

Σ−
1
2 (X) =

1

σ
diag

(
1√

h(X1; τ )
, . . . ,

1√
h(Xn; τ )

)
,

Σ
1
2 (X) = σ diag

(√
h(X1; τ ), . . . ,

√
h(Xn; τ )

)
.

Lemma 4. Necht’ (Y ,X) ∼ LM (Xβ,Σ(X)). Potom

Y ∗ = Σ−
1
2 (X)Y ∼ LM

(
Σ−

1
2 (X)Xβ, In

)
.

D̊ukaz. Jelikož je Y ∗ = Σ−
1
2 (X)Y =

(
Y1

σ
√
h(X1; τ )

, . . . ,
Yn

σ
√
h(Xn; τ )

)>
a pro

každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı

E

[
Yi

σ
√
h(Xi; τ )

∣∣∣∣∣Xi

]
=

E [Yi|Xi]

σ
√
h(Xi; τ )

=
X>i β

σ
√
h(Xi; τ )

s.j.,

var

[
Yi

σ
√
h(Xi; τ )

∣∣∣∣∣Xi

]
=

var [Yi|Xi]

σ2h(Xi; τ )
=
σ2h(Xi; τ )

σ2h(Xi; τ )
= 1 s.j.,

tak plat́ı tvrzeńı lemmatu.

Na vektor Y ∗ tedy můžeme aplikovat poznatky z podkapitol 1.1 a 1.2 a pomoćı
tohoto lemmatu je převést do heteroskedastického modelu.
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Kapitola 2

Maximálńı věrohodnost

Důležitou roli při odvozováńı celé řady test̊u homoskedasticity hraje teorie
maximálńı věrohodnosti. V této kapitole si představ́ıme základńı pojmy z této
teorie a následně si ukážeme, jak se aplikuje v heteroskedastickém lineárńım mo-
delu.

2.1 Metoda maximálńı věrohodnosti

Definice 6. Mějme V = (V1, . . . ,Vn)> náhodnou matici, kde V1, . . . ,Vn jsou
nezávislé stejně rozdělené k-složkové náhodné vektory s hustotou fV (v;θ) v̊uči
σ-konečné mı́ře µ a θ ∈ Θ ⊂ Rm je parametr. Pro pevnou realizaci V =

(v1, . . . ,vn)> nazveme funkci L(θ) :=
n∏
i=1

fV (vi;θ) věrohodnostńı funkćı.

Definice 7. Hodnota θ̂n ∈ Θ, která maximalizuje věrohodnostńı funkci L(θ) pro
danou realizaci náhodné matice V, se nazývá maximálně věrohodný odhad.

Při hledáńı maximálně věrohodného odhadu se využ́ıvá toho, že libovolná
ryze rostoućı transformace věrohodnostńı funkce je maximalizována ve stejném
bodě. Nejčastěji se využ́ıvá logaritmická transformace. Potom při dané realizaci V
nazveme logaritmickou věrohodnost́ı funkci

`(θ) = logL(θ).

Tato funkce se dá nadále chápat jako náhodná veličina, uvažujeme-li ji také jako
funkci obecné náhodné matice V.

Existuj́ı-li derivace věrohodnostńı funkce podle všech složek parametru θ pro
každé θ ∈ Θ, tak se za daľśıch předpoklad̊u (které nám zajist́ı existenci a ma-

ximalitu řešeńı) dá θ̂n nalézt jako řešeńı takzvaného systému věrohodnostńıch
rovnic:

∂`(θ)

∂θj
= 0 ∀j ∈ {1, . . . ,m}.

Definice 8. Necht’ V je k-složkový náhodný vektor s hustotou fV (v;θ) vzhledem
k σ-konečné mı́ře µ a θ ∈ Θ ⊂ Rm. A necht’ dále plat́ı podmı́nky regularity:

(R1) Θ je neprázdná otevřená množina.

(R2) M = {v ∈ Rk : fV (v;θ) > 0} nezáviśı na parametru θ.
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(R3) Pro [µ] skoro všechna v ∈M a pro každé j ∈ {1, . . . ,m} existuj́ı

f ′j(v;θ) :=
∂fV (v;θ)

∂θj
.

(R4) Pro všechna θ ∈ Θ a všechna j ∈ {1, . . . ,m} plat́ı
∫
M

f ′j(v;θ)dµ(v) = 0.

(R5) Pro všechny dvojice i, j ∈ {1, . . . ,m} existuje konečný integrál

Jij(θ) :=

∫
M

f ′i(v;θ)

fV (v;θ)

f ′j(v;θ)

fV (v;θ)
fV (v;θ)dµ(v).

(R6) Matice J(θ) = (Jij(θ))mi,j=1 je pozitivně definitńı pro každé θ ∈ Θ.

Potom se systém hustot Fm = {fV (v;θ),θ ∈ Θ} nazývá regulárńı.
Matice J(θ) se nazývá Fisherova informačńı matice pro náhodný vektor V .

Věta 5. Necht’ systém hustot Fm = {fV (v;θ),θ ∈ Θ} je regulárńı. Předpoklá-
dejme, že pro [µ] skoro všechna v ∈M existuj́ı derivace

f ′′ij(v;θ) =
∂2fV (v;θ)

∂θi∂θj
, i, j ∈ {1, . . . ,m},

a že pro všechna θ ∈ Θ plat́ı∫
M

f ′′ij(v;θ)dµ(v) = 0, i, j ∈ {1, . . . ,m}.

Pak jednotlivé prvky Fisherovy informačńı matice lze poč́ıtat jako

Jij(θ) = −
∫
M

∂2 log fV (v;θ)

∂θi∂θj
fV (v;θ)dµ(v),

kde i, j ∈ {1, . . . ,m}.

D̊ukaz. Důkaz je analogický d̊ukazu verze věty s jednorozměrným parametrem (viz
Anděl, 2007, Věta 7.19).

Máme-li náhodný výběr V = (V1, . . . ,Vn)>, pak Fisherova informačńı matice
náhodné matice V, kterou označ́ıme J(n)(θ), se dá zřejmě poč́ıtat jako

J(n)(θ) = nJ(θ).

Podle věty 5 lze potom jej́ı jednotlivé prvky poč́ıtat jako

J
(n)
ij (θ) = E

[
−∂

2`(θ)

∂θi∂θj

]
, i, j ∈ {1, . . . ,m}.
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Př́ıklad (Maximálńı věrohodnost v lineárńım modelu). Nyńı si ukážeme, jak apli-
kovat maximálńı věrohodnost v situaci heteroskedastického lineárńıho modelu.
Necht’ tedy (Y,X) ∼ LM

(
X>β, σ2h(X; τ )

)
, viz (1.5).

Označme tedy θ = (τ1, . . . , τq, β0, . . . , βk, σ
2)
>

a Θ = T × Rk+1 × (0,∞).
Hustota náhodného vektoru vzhledem k σ-konečné mı́̌re ν má tvar

f(y,x;θ) = fY |X(y|x;θ) · fX(x) [ν] s.v.

Pak pokud systém hustot

Fq+k+2 = {f(y,x;θ),θ ∈ Θ}

je regulárńı, tak funkce

log f(y,x;θ) = log fY |X(y|x;θ) + log fX(x) [ν] s.v.,

a jej́ı derivace podle libovolného θj, j ∈ {1, . . . , q + k + 2} je rovna

∂ log f(y,x,θ)

∂θj
=
∂ log fY |X(y|x;θ)

∂θj
[ν] s.v.,

nebot’ funkce log fX(x) na parametru θ v̊ubec nezáviśı.
Mějme náhodný výběr (Y1,X1), . . . , (Yn,Xn) z rozděleńı

(Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2h(X; τ )

)
.

Potom logaritmickou věrohodnost́ı je dle (1.4) funkce

`(θ) = log fn(Y ,X;θ) = log fY |X(Y |X;θ) + log fX(X)

=
n∑
i=1

log fY |X(Yi|Xi;θ) +
n∑
i=1

log fX(Xi) [νn] s.v.

Pro jej́ı derivaci dle proměnné θj, j ∈ {1, . . . , q + k + 2} plat́ı

∂`(θ)

∂θj
=

n∑
i=1

∂ log fY |X(Yi|Xi;θ)

∂θj
[νn] s.v.

Tedy maximálně věrohodný odhad θ̂n parametru θ lze naj́ıt jen ze znalosti
podmı́něného rozděleńı Y |X jako řešeńı systému věrohodnostńıch rovnic

n∑
i=1

∂ log fY |X(Yi|Xi;θ)

∂θj
= 0, j ∈ {1, . . . , q + k + 2}.

Dále pokud jsou nav́ıc splněny předpoklady věty 5, tak k výpočtu Fisherovy
matice stač́ı pracovat jen s hustotou podmı́něného rozděleńı. Potom Fisherova
informačńı matice J(n)(θ) pro náhodnou matici (Y ,X) se skládá z prvk̊u

J
(n)
ij (θ) = −

n∑
l=1

E

(
∂2 log fY |X(Yl|Xl;θ)

∂θi∂θj

)
, i, j ∈ {1, . . . , q + k + 2}.

V této práci budeme dále předpokládat, že ono podmı́něné rozděleńı je nor-
málńı, které zřejmě předpoklady regularity (R1)-(R6) a věty 5 splňuje. Jediné,
co budeme při naš́ı parametrizaci muset dodržet nav́ıc, jsou předpoklady o para-
metrickém prostoru Θ.
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2.2 Testy s rušivými parametry

V modelu (Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2h(X; τ )

)
budeme vzhledem k naš́ı paramet-

rizaci (1.5) cht́ıt testovat, zda je funkce h identicky rovna jedné, tj. h ≡ 1, nebot’

potom bude platit homoskedastický model (Y,X) ∼ LM
(
X>β, σ2

)
. Hypotéza

tvaru h ≡ 1 potom bude odpov́ıdat specifické hodnotě parametru τ , popř. β,
pokud bychom uvažovali závislost na středńı hodnotě.

Vyvstává nám zde ovšem problém. Chceme testovat hypotézu o parametru τ ,
ale v naš́ı parametrizaci ještě vystupuj́ı daľśı neznámé parametry β a σ2. Návod,
jak testovat hypotézy jen o části neznámých parametr̊u, poskytuje právě teorie
test̊u s rušivými parametry.

Uvažme opět obecně náhodný vektor V s hustotou fV (v;θ) v̊uči σ-konečné
mı́̌re µ a θ = (θ1, . . . , θm)> je m-rozměrný parametr, kde tentokrát m ≥ 2. Tento
parametr si rozdělme na dvě části. Bud’ 1 ≤ q < m a označme

τ = (θ1, . . . , θq)
>, ψ = (θq+1, . . . , θm)>.

Parametr τ bude náš ćılový parametr, o kterém budeme cht́ıt provádět test
hypotézy

H0 : τ = τ0 proti alternativě H1 : τ 6= τ0.

Parametr ψ je potřebný jen k plnému popisu modelu, ale o něm žádnou hypotézu
testovat nehodláme, nazveme jej tedy rušivým parametrem.

Naše testy budou založené na teorii maximálńı věrohodnosti, proto předpo-
kládejme, že systém hustot Fm je regulárńı (viz definice 8) a jsou splněny daľśı
předpoklady věty 5. Mějme dále náhodný výběr V = (V1, . . . ,Vn)> z rozděleńı
s hustotou fV (v;θ). Označme

U1(θ) =
∂`(θ)

∂τ
=


∂`(θ)

∂θ1
...

∂`(θ)

∂θq

 , U2(θ) =
∂`(θ)

∂ψ
=


∂`(θ)

∂θq+1
...

∂`(θ)

∂θm


a dále si Fisherovu informačńı matici pro celý náhodný výběr rozdělme na bloky

J(n)(θ) =

(
J(n)

11 (θ) J(n)
12 (θ)

J(n)
21 (θ) J(n)

22 (θ)

)
,

kde J(n)
11 je matice typu q × q a ostatńı matice maj́ı takový rozměr, aby J(n) byla

matice typu m×m.
Dále bude nutné zavést značeńı, které nám umožńı zapsat inverzi blokové

diagonálńı matice. Vše nám shrnuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 6. Necht’

J =

(
J11 J12

J21 J22

)
je regulárńı matice, přičemž bloky J11 a J22 jsou čtvercové a regulárńı. Položme

J11.2 = J11 − J12J−1
22 J21, J11 = J−1

11.2, J12 = −J−1
11.2J12J−1

22 ,

J22.1 = J22 − J21J−1
11 J12, J22 = J−1

22.1, J21 = −J−1
22.1J21J−1

11 .
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Pak

J−1 =

(
J11 J12

J21 J22

)
.

D̊ukaz. Snadnými algebraickými úpravami se ukáže, že součin matice J a J−1

dává jednotkovou matici.

Pro zavedeńı testových statistik potřebujeme maximálně věrohodné odhady
parametru θ. Muśıme ovšem rozlǐsit dva odhady. Prvńı z nich, který budeme
značit θ̂n, bude maximálně věrohodný odhad parametru θ, který neńı svazován
žádnými daľśımi podmı́nkami. Tento odhad rozděĺıme podle parametr̊u τ a ψ na

θ̂n =

(
τ̂n

ψ̂n

)
.

Druhý z nich, který budeme značit θ̃n, bude maximálně věrohodný odhad
za platnosti nulové hypotézy τ = τ0. Zde se tedy maximalizace týká jen parame-
tru ψ, jehož maximálně věrohodný odhad za platnosti hypotézy budeme značit
ψ̃n. Potom θ̃n lze zapsat jako

θ̃n =

(
τ0

ψ̃n

)
= arg max
θ∈Θ:τ=τ0

`(θ).

Nyńı si zavedeme následuj́ıćı statistiky

LM =
[
U1

(
θ̃n

)]> [
J(n)

11.2

(
θ̃n

)]−1

U1

(
θ̃n

)
, (2.1)

W = (τ̂n − τ0)> J(n)
11.2

(
θ̂n

)
(τ̂n − τ0) , (2.2)

LR = 2
[
`
(
θ̂n

)
− `
(
θ̃n

)]
. (2.3)

U těchto statistik jsme schopni nalézt jejich asymptotické rozděleńı za platnosti
H0 : τ = τ0, ovšem jen za platnosti daľśıch nutných předpoklad̊u. Potom tedy
využijeme této znalosti asymptotického rozděleńı, abychom sestavili test na hla-
dině α ∈ (0, 1) o hypotéze H0 : τ = τ0 proti alternativě, že tomu tak neńı.

V následuj́ıćı větě se neobejdeme bez těchto dvou obecných předpoklad̊u:

(O1) Θ ⊂ Rm je parametrický prostor, který obsahuje takové neprázdné otevřené
okoĺı O, že skutečná hodnota parametru θ nálež́ı do tohoto okoĺı O.

(O2) Necht’ θ1,θ2 ∈ Θ. Pak fV (v;θ1) = fV (v;θ2) [µ] s.v. plat́ı právě tehdy, je-li
θ1 = θ2.

Abychom mohli odvodit asymptotické rozděleńı testových statistik LM , W
a LR za platnosti H0 : τ = τ0, budeme potřebovat předpoklady (A1)-(A3):

(A1) Pro [µ] skoro všechna v, pro všechna θ ∈ O a pro všechna i, j, l ∈ {1, . . . ,m}
existuje derivace

∂3fV (v;θ)

∂θi∂θj∂θl
.
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(A2) Pro všechna θ ∈ O a pro každé i, j ∈ {1, . . . ,m} plat́ı∫
M

f ′′ij(v;θ)dµ(v) = 0.

(A3) Pro všechna i, j, l ∈ {1, . . . ,m} existuj́ı funkce Mijl(v) ≥ 0 takové, že

EθMijl(V ) <∞ a

∣∣∣∣∂3 log fV (v;θ)

∂θi∂θj∂θl

∣∣∣∣ ≤Mijl(v)

pro všechna θ ∈ O a [µ] skoro všechna v ∈M .

Věta 7. Mějme náhodný výběr V = (V1, . . . ,Vn)> z rozděleńı s hustotou fV (v;θ)
vzhledem k σ-konečné mı́ře µ. Necht’ systém Fm = {fV (v;θ),θ ∈ Θ} je regulárńı
(viz definice 8).

Necht’ jsou nav́ıc splněny předpoklady (O1), (O2), (A1), (A2), (A3) a nav́ıc
je Fisherova informačńı matice J(n)(θ) spojitá ve skutečné hodnotě parametru θ.
Jestlǐze n→∞, pak za platnosti hypotézy H0 : τ = τ0 plat́ı

LM
D−→ χ2

q, W
D−→ χ2

q, LR
D−→ χ2

q.

D̊ukaz. Důkaz je proveden v Anděl (2007).

Známe tedy asymptotické rozděleńı našich statistik za platnosti nulové hy-
potézy H0 : τ = τ0. Můžeme tedy sestavit testy na asymptotické hladině vý-
znamnosti α ∈ (0, 1). Tyto testy dosáhnou největš́ı śıly, pokud zvoĺıme kritický
obor ve tvaru

(
χ2
q(1− α),∞

)
, tedy když

H0 : τ = τ0 zamı́táme ⇐⇒ LM,W nebo LR ≥ χ2
q(1− α).

Poznámka. Několik poznámek k těmto test̊um.

a) Test založený na statistice LM (2.1) se nazývá skórový test, ale dř́ıve se také
použ́ıval název test založený na Lagrangeových multiplikátorech. Výhodou
tohoto testu je, že stač́ı znát maximálně věrohodný odhad za platnosti
nulové hypotézy. Výpočet inverzńı matice nebývá náročný, nebot’ řád této
matice odpov́ıdá dimenzi q parametru τ a neńı obvykle př́ılǐs velký.

b) Test založený na statistice W (2.2) se nazývá Wald̊uv test. Narozd́ıl od skó-
rového testu nevyžaduje invertováńı informačńı matice, ale na druhou stranu
vyžaduje maximálně věrohodný odhad bez předpokladu platnosti nulové
hypotézy, což může být výpočetně náročné.

c) Test založený na statistice LR (2.3) se nazývá test založený na věrohodnost-
ńım poměru (likelihood ratio test). Tento test narozd́ıl od předchoźıch dvou
nevyžaduje znalost Fisherovy informačńı matice.
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Kapitola 3

Bartlett̊uv test

V Andělově učebnici Anděl (2007, str. 210) je zaveden model analýzy rozptylu
jednoduchého tř́ıděńı. Základńı myšlenkou je, že máme k dispozici I nezávislých
náhodných výběr̊u z normálńıho rozděleńı s obecně r̊uznými středńımi hodno-
tami a shodným rozptylem. Na základě analýzy rozptylu se potom odvozuje test
o shodnosti středńıch hodnot. Ovšem při tomto testováńı je zásadńı předpoklad
shodnosti rozptyl̊u ve všech skupinách, který ovšem nemuśı být vždy splněn.
Naš́ım úkolem je tedy sestavit test, který by na hladině α ∈ (0, 1) zamı́tl (nebo
nevyvrátil) tento předpoklad homoskedasticity.

Uvažme tedy obecně následuj́ıćı model:

Yij = µi + εij, εij ∼ N
(
0, σ2

i

)
, i ∈ {1, . . . , I}, ni ≥ 2, j ∈ {1, . . . , ni}, (3.1)

kde µi ∈ R, σ2
i > 0, i ∈ {1, . . . , I} jsou neznámé parametry, I nám označuje počet

skupin a n := n1 + · · · + nI . Hypotéza homoskedasticity tedy odpov́ıdá tomu,
že σ2

1 = . . . = σ2
I (= σ2). Později si ukážeme, že se tento model dá chápat jako

heteroskedastický lineárńı model tak, jak jsme ho zavedli v podkapitole 1.3.
Nejprve se seznámı́me s postupem, který navrhl Bartlett ve svém článku Bart-

lett (1937). Označme výběrové rozptyly v jednotlivých skupinách symboly

S2
i =

1

ni − 1

ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
, kde Y i• =

1

n

ni∑
j=1

Yij.

Za odhad společné hodnoty rozptyl̊u σ2 se dá považovat statistika

S2 =
1

n− I

I∑
i=1

ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
=

I∑
i=1

ni − 1

n− I
S2
i .

Jedná se o vážený pr̊uměr jednotlivých odhad̊u s vahami (ni − 1)/(n− I). Bart-
lettova testová statistika má potom tvar

B =
1

c

(
(n− I) logS2 −

I∑
i=1

(ni − 1) logS2
i

)

=
n− I
c

(
logS2 −

I∑
i=1

ni − 1

n− I
logS2

i

)
,

(3.2)
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kde konstanta c je dána vztahem

c = 1 +
1

3(I − 1)

(
I∑
i=1

1

ni − 1
− 1

n− I

)
.

Bartlett (1937) odvodil, že statistika B má za platnosti nulové hypotézy
asymptoticky χ2

I−1 rozděleńı.
Vid́ıme, že statistika B je založena na porovnáváńı logaritmu váženého pr̊u-

měru odhad̊u rozptylu pro jednotlivá i s váženým pr̊uměrem logaritmů těchto
odhad̊u. Tato statistika je tedy založena na principech věrohodnostńıho poměru.

V následuj́ıćı části odvod́ıme na základě podkapitoly 2.2 test založený na tes-
tové statistice LR (viz (2.3)). Nicméně se nebude jednat př́ımo o Bartlettovu
statistiku (3.2). Jejich podobnost a asymptotické vlastnosti budeme diskutovat
na závěr této kapitoly (podkapitola 3.2).

3.1 Test založený na věrohodnostńım poměru

Náš model pojmeme obecněji, než bylo uvedeno na začátku této kapitoly. Ne-
budeme totiž předem předpokládat, do které skupiny je jaké pozorováńı zařazeno.
Tento proces bude ř́ızen náhodným vektorem X.

Necht’ (Y,X) ∼ NLM
(
X>µ, σ2X>w

)
. Bud’ I ≥ 2. I-složkový náhodný vek-

tor
X ∼ MultI (1,p) , kde p = (p1, . . . , pI)

> ∈ (0, 1)I ,

je neznámý parametr, který splňuje
I∑
i=1

pi = 1. Dále µ = (µ1, . . . , µI)
> ∈ RI ,

σ2 > 0 aw = (w1, . . . , wI)
> ∈ (0,∞)I jsou neznámé parametry až na w1, o kterém

předpokládejme, že plat́ı w1 = 1 za účelem identifikace, viz předpoklad (O2).
Funkćı h ze zavedeńı heteroskedastického modelu je zjevně h (X;w) = X>w.

Uvědomme si, že náhodný vektor X může nabývat jen kanonických vektor̊u

ei = (δij)
I
j=1 , i ∈ {1, . . . , I},

a to s pravděpodobnost́ı

p(ei;p) = P (X = ei) = pi.

Potom X>µ = µi a X>w = wi pro nějaké i ∈ {1, . . . , I}. Tedy

(Y |X = ei) ∼ N
(
µi, σ

2wi
)
.

Tedy náhodný vektorX nám určuje, do které z I skupin zařadit pozorováńı Y .
Dále předpokládáme, že náhodná veličina Y se v i-té skupině ř́ıd́ı normálńım
rozděleńım se středńı hodnotou µi a rozptylem σ2wi, což mimochodem znamená,
že v prvńı skupině je rozptyl právě σ2. Tedy připoušt́ıme, že v každé skupině
může být d́ıky váhovému parametru w r̊uzný rozptyl.

Rozptyl ve všech skupinách bude stejný, pokud w1 = 1 = w2 = . . . = wI .
Chceme tedy odvodit test založený na věrohodnostńım poměru o hypotéze

H0 : w = 1I proti alternativě H1 : w 6= 1I . (3.3)
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Postupujme tedy dle podkapitoly 2.2, nejprve se ovšem zaměřme na parametrický
prostor tohoto modelu.

Parametr w bude ćılovým parametrem (až na w1 = 1), drž́ıme-li se tedy
značeńı zavedeného v sekci 2.2, tak τ = (w2, . . . , wI) a τ0 = 1I−1. Rušivými pa-
rametry budou µ, σ2,p. Parametr p ovšem nepocháźı př́ımo z otevřené množiny,
nebot’ je svazován podmı́nkou p1 + · · ·+ pI = 1. Definujme si tedy

P =
{

(p1, . . . , pI−1)> ∈ (0, 1)I−1 : p1 + · · ·+ pI−1 < 1
}
,

tato množina již otevřená je. Parametr pI potom lze na základě p1, . . . , pI−1 určit
jako pI = 1 − (p1 + · · · + pI−1). Označme ψ = (µ1, . . . , µI , σ

2, p1, . . . , pI−1)>

a θ = (τ>,ψ>)>.
Parametrický prostor tedy bude

Θ = (0,∞)I−1 × RI × (0,∞)× P,

splňuje tak náš požadavek na otevřenost (R1) a nav́ıc skutečná hodnota parame-
tru θ muśı ležet v nějakém otevřeném okoĺı (O1).

Dále at’ f(y,x;θ) znač́ı hustotu náhodného vektoru (Y,X) v̊uči součinové
mı́̌re λ × ν, fY |X(y|x;w,µ, σ2) znač́ı hustotu podmı́něného rozděleńı Y |X v̊uči
Lebesgueově mı́̌re λ a p(x;p) znač́ı hustotu náhodného vektoru X vzhledem
ke sč́ıtaćı mı́̌re ν.

Necht’ y ∈ R a x je nějaký kanonický vektor, potom pro každé θ ∈ Θ plat́ı:

fY |X(y|x;w,µ, σ2) =
1√

2πσ2x>w
exp

{
−
(
y − x>µ

)2

2σ2x>w

}
, (3.4)

p(x;p) =
I∏
i=1

pxii = px11 · . . . · p
xI
I , (3.5)

f(y,x;θ) = fY |X(y|x;w,µ, σ2) · p(x;p) [λ× ν] s.v. (3.6)

Dále systém hustot

FI−1+I+1+I−1 = F3I−1 = {f(y,x;θ),θ ∈ Θ}

je regulárńı (definice 8), což plyne z vlastnost́ı normálńıho a multinomického
rozděleńı.

Uvažme náhodný výběr (Y1,X1), . . ., (Yn,Xn) z rozděleńı (Y,X). Pak

N = (N1, . . . , NI)
> =

n∑
l=1

Xl ∼ MultI (n,p)

a sdružená hustota pX(X;p) vzhledem k součinové mı́̌re νn = ν×· · ·×ν náhodné
matice X, která představuje náhodný výběr X1, . . . ,Xn, je potom součinem hus-
tot z rovnice (3.5). Plat́ı tedy

pX(X;p) =
n∏
l=1

px1l1 · . . . · p
xIl
I =

I∏
i=1

pni
i , (3.7)

kde (n1, . . . , nI)
> jsou realizace náhodného vektoruN , pro které n1+· · ·+nI = n.

Předpokládejme, že ni ≥ 1, i ∈ {1, . . . , I}. Tedy ni udává kolik pozorováńı Xl
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z náhodného výběru nabylo hodnoty ei, neboli kolika veličinám Yl určilo Xl jejich
př́ıslušnost do skupiny i ∈ {1, . . . , I}.

Pro každé l ∈ {1, . . . , n} určitě Yl spadá do některé skupiny i ∈ {1, . . . , I}
reprezentované hodnotou náhodného vektoru Xl. Přeznačme tedy veličiny Yl na
veličiny Yij, kde i ∈ {1, . . . , I} označuje př́ıslušnou skupinu a j ∈ {1, . . . , ni}
bude index, pomoćı kterého budu procházet veličiny ve skupinách. Použ́ıváme
tedy značeńı shodné s t́ım, které jsme uvedli na začátku této kapitoly, viz (3.1).

Zaved’me si pro i ∈ {1, . . . , I}

a) pr̊uměr hodnot Yij v i-té skupině Y i• =
1

ni

ni∑
j=1

Yij a

b) reziduálńı součet čtverc̊u v i-té skupině RSSi =
ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
.

Tvrzeńı 8. V modelu uvedeném výše za platnosti H0 : w = 1I statistika

LR = n log

(
1

n

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni log

(
RSSi
ni

)
D−→ χ2

I−1, n→∞.

D̊ukaz. Ukážeme si, že statistika LR je statistikou pro test poměrem věrohodnosti,
viz (2.3). K tomu potřebujeme nalézt maximálně věrohodné odhady parametr̊u
µ, σ2, w a p, a to jak za platnosti nulové hypotézy H0, tak bez platnosti to-
hoto předpokladu. Nakonec tyto odhady dosad́ıme do logaritmické věrohodnosti `
a odečteme vzniklé výrazy. Začněme tedy s určeńım funkce `.

Sdruženou hustotu podmı́něného rozděleńı fY |X(y|X;w,µ, σ2) lze odvodit po-
moćı vzorce (3.4) a dostaneme

fY |X(y|X;w,µ, σ2) =
(
2πσ2

)−n
2 ·

I∏
i=1

w
ni
2
i · exp

{
− 1

2σ2

I∑
i=1

1

wi

ni∑
j=1

(yij − µi)2

}
.

(3.8)
Označme nyńı

`1(w,µ, σ2) = log fY |X(Y |X;w,µ, σ2) a `2(p) = log pX(X;p).

Pak logaritmováńım výraz̊u (3.8) a (3.7) dostaneme

`1(w,µ, σ2) = −n
2

log(2π)− n

2
log σ2−

−
I∑
i=1

ni
2

logwi −
1

2σ2

I∑
i=1

1

wi

ni∑
j=1

(Yij − µi)2, (3.9)

`2(p) =
I∑
i=1

ni log pi. (3.10)

Směřujeme nyńı k logaritmické věrohodnostńı funkci `(θ) = log f(Y ,X;θ).
Rozš́ı̌reńım rovnosti (3.6) na sdružené hustoty dostáváme spolu s rovnostmi (3.9)
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a (3.10) následuj́ıćı

`(θ) = log f(Y ,X;θ) = `1(w,µ, σ2) + `2(p), [λn × νn] s.v.,

`(θ) =− n

2
log(2π)− n

2
log σ2 −

I∑
i=1

ni
2

logwi−

− 1

2σ2

I∑
i=1

1

wi

ni∑
j=1

(Yij − µi)2 +
I∑
i=1

ni log pi.

(3.11)

Druhá rovnost také plat́ı jen [λn×νn] skoro všude, ovšem od této chv́ıle si dovoĺıme
tento dovětek nadále nepsat.

Nyńı můžeme přistoupit k hledáńı maximálně věrohodných odhad̊u. Začněme
s hledáńım odhad̊u p̂n a p̃n. Všimneme si, že parametr p neńı nijak svázán
s ostatńımi parametry, tedy platnost nulové hypotézy se na našich odhadech
nijak neprojev́ı. Ukáži konkrétně na výpočtech.

Jedná se nám v podstatě o maximalizaci funkce `2 za dodatečné podmı́nky
p1 +· · ·+pI = 1, což vyřeš́ıme metodou Lagrangeových multiplikátor̊u. Definujme
si pomocnou funkci g(p, λ) jako

g(p, λ) =
I∑
i=1

ni log pi − λ

(
I∑
i=1

pi − 1

)
.

Potom spočtěme derivace podle proměnných λ a pi, i ∈ {1, . . . , I}.

∂g(p, λ)

∂λ
= 1−

I∑
i=1

pi,

∂g(p, λ)

∂pi
=
ni
pi
− λ, i ∈ {1, . . . , I}.

Polož́ıme-li tyto derivace rovny nule, tak pro každé i ∈ {1, . . . , I} dostáváme, že
muśı platit λ = ni

p̂i
, tedy také p̂i = ni

λ
. Potom muśı také dle prvńı rovnosti platit

1 =
I∑
i=1

ni
λ

=
n1 + · · ·+ nI

λ
=
n

λ
.

T́ım tedy dostáváme λ = n a také odhady

p̂n = p̃n =
(n1

n
, . . . ,

nI
n

)>
. (3.12)

U ostatńıch parametr̊u budeme opravdu muset rozlǐsit př́ıpady, kdy nulová
hypotéza (3.3) plat́ı a kdy ne. Začněme s jednodušš́ım př́ıpadem, tedy s t́ım,
když tato hypotéza plat́ı.

Pak tedy v́ıme, že w1 = 1 = w2 = . . . = wI a proto má funkce ` z (3.11) tvar

`(τ0,ψ) = −n
2

log(2π)− n

2
log σ2 − 1

2σ2

I∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − µi)2 +
I∑
i=1

ni log pi.

21



Spočtěme tedy derivace podle proměnných µ a σ2 (podle p už nemuśıme):

∂`(τ0,ψ)

∂µi
=

1

σ2

ni∑
j=1

(Yij − µi), i ∈ {1, . . . , I}, (3.13)

∂`(τ0,ψ)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

I∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − µi)2. (3.14)

Pokud polož́ıme výraz (3.13) roven nule, tak pro každé i ∈ {1, . . . , I} dostaneme
odhady

µ̃n =

(
1

n1

n1∑
j=1

Y1j, . . . ,
1

nI

nI∑
j=1

YIj

)
=
(
Y 1•, . . . , Y I•

)
. (3.15)

Dále pokud polož́ıme výraz (3.14) roven nule a dosad́ıme odhad µ̃n, obdrž́ıme

σ̃2
n =

1

n

I∑
i=1

ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
=

1

n

I∑
i=1

RSSi. (3.16)

Źıskali jsme tedy maximálně věrohodné odhady za platnosti nulové hypotézy.
Dále pokračujme nalezeńım takových odhad̊u bez tohoto předpokladu. Postupuj-
me zcela obdobně. Funkce ` má tedy tvar

`(θ) = −n
2

log(2π)− n

2
log σ2 −

I∑
i=1

ni
2

logwi−

− 1

2σ2

I∑
i=1

1

wi

ni∑
j=1

(Yij − µi)2 +
I∑
i=1

ni log pi.

Derivováńım této funkce dostáváme

∂`(θ)

∂µi
=

1

σ2wi

ni∑
j=1

(Yij − µi), i ∈ {1, . . . , I}, (3.17)

∂`(θ)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

I∑
i=1

1

wi

ni∑
j=1

(Yij − µi)2, (3.18)

∂`(θ)

∂wi
= − ni

2wi
+

1

2σ2w2
i

ni∑
j=1

(Yij − µi)2 , i ∈ {1, . . . , I}. (3.19)

Polož́ıme-li výraz (3.17) roven nule, tak dostaneme ten samý odhad pro µ jako
v předešlém př́ıpadě, tedy odhad µ̂n = µ̃n, viz (3.15). Jelikož předpokládáme
znalost w1 = 1, tak můžeme položit ŵ1 = 1. Rovnice (3.19) pro i = 1 je tedy
nadbytečná. Ovšem vyjdeme-li z ńı, tak dostaneme

σ̂2
n =

1

n1

n1∑
j=1

(
Y1j − Y 1•

)2
=
RSS1

n1

.

Potom ze vztahu (3.19) pro každé i ∈ {2, . . . , I} dostaneme, že muśı platit

niŵi =
1

σ̂2
n

ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
,

22



tedy jednoduchou úpravou dostáváme, že plat́ı

σ̂2
nŵi =

RSSi
ni

, ∀i ∈ {1, . . . , I}. (3.20)

Odtud bychom dostali, že

ŵi =
RSSi
RSS1

n1

ni
, ∀i ∈ {1, . . . , I}.

Zbývá ověřit, že takové odhady také nuluj́ı výraz (3.18), aby byla splněna celá
soustava věrohodnostńıch rovnic. Jelikož

I∑
i=1

1

ŵi

ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
=

I∑
i=1

RSSi
ŵi

=
I∑
i=1

ni
n1

RSS1

= RSS1
n1 + · · ·+ nI

n1

=
nRSS1

n1

= nσ̂2
n,

tak dostáváme, že opravdu

− n

2σ̂2
n

+
1

2σ̂4
n

I∑
i=1

1

ŵi

ni∑
j=1

(
Yij − Y i•

)2
= − n

2σ̂2
n

+
1

2σ̂4
n

nσ̂2
n = 0.

Nyńı již jsme schopni určit testovou statistiku

LR = 2
(
`(θ̂n)− `(θ̃n)

)
.

Dı́ky výše uvedeným vzorc̊um (3.11), (3.15), (3.16) a (3.20) plat́ı:

`(θ̂n) = −n
2

log(2π)− n

2
log σ̂2

n −
I∑
i=1

ni
2

log ŵi −
1

2σ̂2
n

I∑
i=1

RSSi
ŵi

+ `2(p̂n)

= −n
2

log(2π)−
I∑
i=1

ni
2

log
(
σ̂2
nŵi
)
− 1

2

I∑
i=1

RSSi
σ̂2
nŵi

+ `2(p̂n)

= −n
2

log(2π)−
I∑
i=1

ni
2

log

(
RSSi
ni

)
− 1

2

I∑
i=1

niRSSi
RSSi

+ `2(p̂n)

= −n
2

log(2π)−
I∑
i=1

ni
2

log

(
RSSi
ni

)
− n

2
+ `2(p̂n),

`(θ̃n) = −n
2

log(2π)− n

2
log σ̃2

n −
1

2σ̃2
n

I∑
i=1

RSSi + `2(p̃n)

= −n
2

log(2π)− n

2
log

(
1

n

I∑
i=1

RSSi

)
− n

2
+ `2(p̃n).

Nyńı si už jen uvědomı́me, že jsme odvodili, že p̃n = p̂n, viz (3.12), a odečteme
dvojnásobek výraz̊u výše, č́ımž dostaneme statistiku

LR = n log

(
1

n

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni log

(
RSSi
ni

)

= n

[
log

(
1

n

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni
n

log

(
RSSi
ni

)]
.

(3.21)
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Vid́ıme tedy, že naše testová statistika je založená na rozd́ılu logaritmu cel-
kového reziduálńıho součtu čtverc̊u děleného n a součtu vážených logaritmů re-
ziduálńıch součt̊u čtverc̊u dělených ni v rámci i-té skupiny.

Zbývá ověřit předpoklady věty 7, které, jak v́ıme, plat́ı pro normálńı i multi-
nomické rozděleńı. Proto již neńı těžké odvodit, že jsou splněny i v tomto modelu.

Podle věty 7 má tedy naše statistika asymptotické rozděleńı ch́ı kvadrát
o takovém počtu stupň̊u volnosti, kolik bylo ćılových parametr̊u. Jelikož jsme
předpokládali znalost w1 = 1, tak mluv́ıme jen o zbylých w2, . . . , wI . Tedy počet
stupň̊u volnosti je I − 1. Celkově tedy

LR
D−→ χ2

I−1, n→∞.

Vid́ıme, že výsledná statistika LR (viz (3.21)) je velmi podobná statistice
B (viz (3.2)), dokonce maj́ı i stejné asymptotické rozděleńı za platnosti nu-
lové hypotézy. Náš test tedy pro obě statistiky zamı́tne na asymptotické hladině
významnosti α ∈ (0, 1) hypotézu H0 : w1 = w2 = . . . = wI = 1 právě tehdy, když
realizovaná hodnota statistiky B nebo LR převýš́ı χ2

I−1(1 − α). Jak moc se ale
použit́ı statistik B a LR lǐśı, shrneme v následuj́ıćı podkapitole.

3.2 Porovnáńı testových statistik

Nejprve se pod́ıvejme, v čem si jsou statistiky (3.2) a (3.21) podobné. Uvědom-
me si, že statistika B se také sestává z jednotlivých RSSi, i ∈ {1, . . . , I}. Jednot-
livé odhady rozptylu v i-té skupině, kde i ∈ {1, . . . , I}, vypadaj́ı takto:

S2
i =

RSSi
ni − 1

, σ̂2
nŵi =

RSSi
ni

.

Lǐśı se tedy jen ve jmenovateli, kde v prvńım př́ıpadě se RSSi děĺı počtem stupň̊u
volnosti ni − 1, kdežto v té druhé jen počtem pozorováńı v i-té skupině.

Celkové odhady jsou potom také podobného tvaru

S2 =
1

n− I

I∑
i=1

RSSi, σ̃2
n =

1

n

I∑
i=1

RSSi.

Ještě jednou uvád́ım statistiky, aby byl vidět jejich rozd́ıl:

LR = n

[
log

(
1

n

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni
n

log

(
RSSi
ni

)]
,

B =
n− I
c

[
log

(
1

n− I

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni − 1

n− I
log

(
RSSi
ni − 1

)]
,

kde c = 1 +
1

3(I − 1)

(
I∑
i=1

1

ni − 1
− 1

n− I

)
.

(3.22)

Bartlettova statistika tedy použ́ıvá počty stupň̊u volnosti namı́sto počtu pozo-
rováńı a nav́ıc je podělená konstantou c, která zpravidla bývá jen nepatrně větš́ı
než 1.
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Všechny tyto úpravy zp̊usobuj́ı, že statistika B má lepš́ı asymptotické vlast-
nosti než LR, proto se také na rozd́ıl od LR v praxi použ́ıvá k testováńı homoske-
dasticity. Toto tvrzeńı prozkoumáme dále v numerických simulaćıch v kapitole 5.

Jak již bylo řečeno, statistika B má za platnosti nulové hypotézy asymptoticky
rozděleńı χ2

I−1. Udává se, že tato vlastnost lze použ́ıt k testováńı, pokud plat́ı
ni ≥ 7, i ∈ {1, . . . , I}.

Tento Bartlett̊uv test se zdá být při splněńı předpokladu normality t́ım nej-
silněǰśım z dostupných test̊u. Ovšem je velmi citlivý na porušeńı předpokladu
o normálńım rozděleńı. Existuj́ı proto i daľśı možné modifikace uvedené např́ıklad
v Zvára (2008, str. 120).
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Kapitola 4

Breusch-Pagan̊uv test

Uvažme nyńı následuj́ıćı normálńı heteroskedastický lineárńı model

(Y,X) ∼ NLM
(
X>β, σ2 exp

(
Z>τ

))
,

kde β = (β0, . . . , βk)
> ∈ Rk+1, σ2 > 0 a τ = (τ1, . . . ,τq)

> ∈ Rq jsou neznámé
parametry a k ∈ N0, q ∈ N. Dále vektor Z je nějakou známou transformaćı
vektoru X, tedy Z = g(X) pro známou funkci g : Rk+1 → Rq. Lze také mı́sto
exp

(
Z>τ

)
uvažovat obecně nějakou diferencovatelnou kladnou reálnou funkci

h od skalárńıho součinu Z>τ s vlastnost́ı h(0) = 1, zde voĺıme h = exp pro
jednoduchost.

Mějme k dispozici náhodný výběr (Y1,X1), . . . , (Yn,Xn) z rozděleńı (Y,X).
Na základě tohoto náhodného výběru máme sestavit test o homoskedasticitě. Jak
je vidět z naš́ı parametrizace, tak toto nastává, pokud τ = 0q.

Jak už jsme ospravedlnili v sekci 2.1, lze pracovat jen s podmı́něným rozděle-
ńım Y |X, které je dle předpokladu normálńı. Předpokládejme tedy, že

X =

x
>
1
...

x>n

 = (x•0, . . . ,x•k) , Z =

z
>
1
...

z>n

 =

g(x1)>

...

g(xn)>

 = (z•1, . . . ,z•q)

jsou matice reálných konstant s plnou sloupcovou hodnost́ı. Dále označme

W(τ ) = diag (w1(τ ), . . . , wn(τ )) = diag
(
exp

(
z>1 τ

)
, . . . , exp

(
z>n τ

))
.

Vzhledem k našemu předpokladu má náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)> při
pevných X a Z rozděleńı

Y ∼ Nn
(
Xβ, σ2W(τ )

)
. (4.1)

Chceme tedy odvodit test pro následuj́ıćı hypotézu

H0 : τ = 0q proti alternativě H1 : τ 6= 0q. (4.2)

Jelikož máme neznámé parametry τ , σ2 a β a chceme se věnovat testováńı τ , tak
použijeme teorie test̊u s rušivými parametry uvedené v podkapitole 2.2. Označme
θ = (τ , σ2,β), př́ıslušný parametrický prostor je tedy

Θ = Rq × (0,∞)× Rk+1.
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Rušivé parametry tedy budouψ = (σ2, β0, . . . , βk)
>

a ćılovým parametrem bude τ .
Naš́ım ćılem bude odvodit skórový test založený na testové statistice LM (2.1).

Bud’te

A = In −
1

n
1n1

>
n , σ̃2

n =
RSS

n
, v =

u
2
1 − σ̃2

n
...

u2
n − σ̃2

n

 ,

kde u je vektor rezidúı, RSS je reziduálńı součet čtverc̊u a 1n znač́ı n-složkový
sloupcový vektor 1n = (1, 1, . . . , 1)>.

Tvrzeńı 9. V modelu popsaném výše za platnosti H0 : τ = 0q statistika

LM =
1

2 (σ̃2
n)2v

>Z
(
Z>AZ

)−1 Z>v D−→ χ2
q, n→∞.

D̊ukaz. Potřebujeme tedy nalézt Fisherovu informačńı matici a jej́ı inverzi, dále
maximálně věrohodné odhady β̃n a σ̃2

n za platnosti nulové hypotézy (4.2) a ověřit
předpoklady věty 7.

Začněme se sdruženou hustotou fn (y|X;θ) vektoru Y při dané realizaci X
vzhledem k Lebesgueově mı́̌re λn. Plat́ı

fn(y|X;θ) =
(2π)−

n
2√

det (σ2W(τ ))
exp

{
−1

2

(
y − Xβ

)>W−1(τ )

σ2

(
y − Xβ

)}
=

(2π)−
n
2

(σ2)
n
2

(
n∏
i=1

wi(τ )

) 1
2

exp

{
−1

2

n∑
i=1

(
yi − x>i β

)2

σ2wi(τ )

}

=
(2π)−

n
2

(σ2)
n
2 exp

{
1
2

n∑
i=1

z>i τ

} exp

{
−1

2

n∑
i=1

(
yi − x>i β

)2

σ2 exp
(
z>i τ

)} .
Prvńı rovnost je zřejmá z vlastnosti našeho modelu (4.1) a definice mnohorozměr-
ného normálńıho rozděleńı. Druhá rovnost plyne z diagonality matice σ2W(τ ),
nebot’ pak jej́ı determinant je jen součin prvk̊u na diagonále a inverzńı matice má
na diagonále jen převrácené prvky. Třet́ı rovnost nám plyne z vlastnosti prvk̊u
wi(τ ) a exponenciály.

Uvědomı́me si, že systém hustot Fq+k+2 = {f(y|X;θ),θ ∈ Θ} je regulárńı, viz
definice 8. Všechny parametry pocházej́ı z nějakého otevřeného intervalu v para-
metrickém prostoru Θ. Nav́ıc M = {y ∈ R : f(y|X;θ) > 0} nezáviśı na paramet-
ru θ. Dı́ky vlastnostem normálńıho rozděleńı jsou také splněny všechny ostatńı
předpoklady a také předpoklad z věty 5, tedy lze Fisherovu informačńı matici
poč́ıtat pomoćı středńı hodnoty z druhých parciálńıch derivaćı logaritmické vě-
rohodnosti `.

Dále tedy budeme pracovat s přirozeným logaritmem hustoty. Plat́ı

`(θ) = log fn(Y |X;θ) = −n
2

log(2πσ2)− 1

2

n∑
i=1

z>i τ −
1

2σ2

n∑
i=1

(
Yi − x>i β

)2

exp(z>i τ )
.
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Daľśım krokem je spočteńı všech derivaćı podle neznámých parametr̊u.

∂`(θ)

∂τm
= −1

2

n∑
i=1

zim +
1

2σ2

n∑
i=1

(
Yi − x>i β

)2

exp(z>i τ )
zim, m ∈ {1, . . . , q}, (4.3)

∂`(θ)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(
Yi − x>i β

)2

exp(z>i τ )
, (4.4)

∂`(θ)

∂βj
=

1

σ2

n∑
i=1

xij
(
Yi − x>i β

)
exp(z>i τ )

, j ∈ {0, . . . , k}. (4.5)

Dále si můžeme vyřešit soustavu věrohodnostńıch rovnic a nalézt si tak ma-
ximálně věrohodné odhady. Ovšem pro naše potřeby stač́ı jen nalézt odhady σ2

a β za platnosti nulové hypotézy (4.2). Takže polož́ıme výrazy z rovnic (4.4)

a (4.5) rovny nule, dále polož́ıme τ = 0q a nalezneme odhady σ̃2
n a β̃n.

V soustavě věrohodnostńıch rovnic tedy plat́ı

1

2 (σ̃2
n)2

n∑
i=1

(
Yi − x>i β̃n

)2

=
n

2σ̃2
n

⇐⇒ σ̃2
n =

1

n

n∑
i=1

(
Yi − x>i β̃n

)2

.

∀j ∈ {0, . . . , k} :
n∑
i=1

xij

(
Yi − x>i β̃n

)
= 0⇐⇒ ∀j : x>•j

(
Y − Xβ̃n

)
= 0

⇐⇒ X>
(
Y − Xβ̃n

)
= 0k+1

⇐⇒ X>Xβ̃n = X>Y

⇐⇒ β̃n =
(
X>X

)−1 X>Y .

Zavedeme-li si podobně jako v sekci 1.2 vektor Ỹ = Xβ̃n, dostaneme odhady
tvaru

β̃n =
(
X>X

)−1 X>Y a σ̃2
n =

1

n

n∑
i=1

(
Yi − Ỹi

)2

=
RSS

n
(4.6)

jako v klasickém modelu Y ∼ Nn (Xβ, σ2In).
Pokračujme dále ve výpočtech druhých derivaćı funkce `. Dostáváme

∂2`(θ)

∂τm1∂τm2

= − 1

2σ2

n∑
i=1

(
Yi − x>i β

)2

exp(z>i τ )
zim1zim2 , m1,m2 ∈ {1, . . . , q},

∂2`(θ)

∂ (σ2)2 =
n

2σ4
− 1

σ6

n∑
i=1

(
Yi − x>i β

)2

exp(z>i τ )
,

∂2`(θ)

∂βj1∂βj2
= − 1

σ2

n∑
i=1

xij1xij2
exp(z>i τ )

, j1, j2 ∈ {0, . . . , k},

∂2`(θ)

∂σ2∂βj
= − 1

σ4

n∑
i=1

xij
(
Yi − x>i β

)
exp(z>i τ )

, j ∈ {0, . . . , k},

∂2`(θ)

∂σ2∂τm
= − 1

2σ4

n∑
i=1

(
Yi − x>i β

)2

exp(z>i τ )
zim, m ∈ {1, . . . , q},

∂2`(θ)

∂βj∂τm
= − 1

2σ2

n∑
i=1

xij
(
Yi − x>i β

)
exp(z>i τ )

zim, j ∈ {0, . . . , k},m ∈ {1, . . . , q}.
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Využijme tedy těchto druhých derivaćı k tomu, abychom podle věty 5 spočetli
Fisherovu informačńı matici za platnosti naš́ı hypotézy (4.2). Přičemž tento před-
poklad je v naš́ı parametrizaci nutný jen u jedné rovnosti, proto jsem nad onu
rovnost uvedl symbol H0. Připomenu-li, že EYi = x>i β a var Yi = σ2 exp(z>i τ ),
tak snadno dostaneme, že

E

[
− ∂2`(θ)

∂τm1∂τm2

]
=

1

2σ2

n∑
i=1

var Yi
exp(z>i τ )

zim1zim2 =
1

2

n∑
i=1

zim1zim2 =
z>•m1

z•m2

2
,

E

[
− ∂

2`(θ)

∂ (σ2)2

]
= − n

2σ4
+

1

σ6

n∑
i=1

var Yi
exp(z>i τ )

= − n

2σ4
+
nσ2

σ6
=

n

2σ4
,

E

[
− ∂2`(θ)

∂βj1∂βj2

]
=

1

σ2

n∑
i=1

xij1xij2
exp(z>i τ )

H0=
x>•j1x•j2
σ2

,

E

[
− ∂

2`(θ)

∂σ2∂βj

]
=

1

σ4

n∑
i=1

xij E
(
Yi − x>i β

)
exp(z>i τ )

= 0,

E

[
− ∂2`(θ)

∂σ2∂τm

]
=

1

2σ4

n∑
i=1

var Yi
exp(z>i τ )

zim =
1

2σ2

n∑
i=1

zim =
z>•m1n

2σ2
,

E

[
− ∂2`(θ)

∂βj∂τm

]
=

1

2σ2

n∑
i=1

xij E
(
Yi − x>i β

)
exp(z>i τ )

zim = 0.

Nyńı již máme vše potřebné pro sestaveńı Fisherovy informačńı matice. Bude
to matice řádu q+ 1 + (k+ 1), kterou zaṕı̌su blokově tak, aby ćılový parametr τ
byl v levém horńım rohu. Matice má tedy tvar

J(n)
(
τ , σ2,β

) H0=


Z>Z

2

Z>1n
2σ2

Oq×(k+1)

1>nZ
2σ2

n

2σ4
01×(k+1)

O(k+1)×q 0(k+1)×1 X>X
σ2

 . (4.7)

Matici (4.7) si rozdělme na bloky a použ́ıvejme dále značeńı zavedené v lem-
matu 6. V našem př́ıpadě máme takovouto situaci:

J(n)
11 =

Z>Z
2

, J(n)
12 =

(
Z>1n
2σ2

Oq×(k+1)

)
,

J(n)
21 =

 1>nZ
2σ2

O(k+1)×q

, J(n)
22 =

 n

2σ4
01×(k+1)

0(k+1)×1 X>X
σ2

 .

Povšimneme si, že d́ıky našim předpoklad̊um o plných sloupcových hodnostech
matic X a Z jsou matice Z>Z a X>X regulárńı, a tedy jsou regulárńı i J(n)

11 a J(n)
22 .

Pro odvozeńı testové statistiky budeme potřebovat J(n)
11.2 a následně pracovat

s jej́ı inverzńı matićı. Pokračujme tedy určeńım této matice. Využijeme přitom
blokové diagonality matice J(n)

22 , kterou zinvertujeme
”
po bloćıch“ (na tuto matici

lze aplikovat lemma 6).

29



Postupnými úpravami dostáváme

J(n)
11.2 = J(n)

11 − J(n)
12

(
J(n)

22

)−1

J(n)
21

=
Z>Z

2
−
(
Z>1n
2σ2

Oq×(k+1)

) 2σ4

n
01×(k+1)

0(k+1)×1 σ2
(
X>X

)−1

 1>nZ
2σ2

O(k+1)×q


=

Z>Z
2
− Z>1n

2σ2
· 2σ4

n
· 1
>
nZ

2σ2

=
1

2
Z>
(
In −

1

n
1n1n

)>
Z =

1

2
Z>AZ.

Je zřejmé, že matice A, kterou jsme si zavedli již před tvrzeńım 9, je symetrická
(A = A>) a idempotentńı (A2 = A).

Označme dále U1 (τ , σ2,β) vektor parciálńıch derivaćı funkce ` podle ćılových
proměnných τ . Plat́ı

U1

(
τ , σ2,β

)
=


∂`(τ , σ2,β)

∂τ1
...

∂`(τ , σ2,β)

∂τq


(4.3)
=
H0


1

2σ2

n∑
i=1

[(
Yi − x>i β

)2 − σ2
]
zi1

...
1

2σ2

n∑
i=1

[(
Yi − x>i β

)2 − σ2
]
ziq

 .

Nás bude dle (2.1) zaj́ımat hodnota tohoto vektoru pro τ = 0q a maximálně

věrohodné odhady σ̃2
n a β̃n, což dle (4.6) dává

U1

(
0q, σ̃2

n, β̃n

)
=


1

2σ̃2
n

n∑
i=1

(u2
i − σ̃2

n) zi1

...
1

2σ̃2
n

n∑
i=1

(u2
i − σ̃2

n) ziq

 ,

kde ui = Yi−x>i β̃n = Yi−x>i
(
X>X

)−1 X>Y = Yi−Ỹi, i ∈ {1, . . . , n} jsou rezidua
tvoř́ıćı dohromady vektor u. Připomeňme, že druhá mocnina eukleidovské normy
tohoto vektoru je právě reziduálńı součet čtverc̊u, neboli RSS = ‖u‖2.

Vektor U1 lze dále upravit do jednodušš́ıho tvaru. Ukážeme si dva možné
zp̊usoby, jak se na toto d́ıvat. V prvńım př́ıpadě si definujme vektor v následovně

vi := u2
i − σ̃2

n = u2
i −

RSS

n
=

1

n

n∑
j=1

(
u2
i − u2

j

)
, i ∈ {1, . . . , n}.

Vid́ıme, že i-tá složka vektoru v je pr̊uměr rozd́ıl̊u čtverce rezidua ui se všemi
ostatńımi. Pak lze vektor U1 zapsat jako

U1

(
0q, σ̃2

n, β̃n

)
=


1

2σ̃2
n

n∑
i=1

vizi1

...
1

2σ̃2
n

n∑
i=1

viziq

 =


1

2σ̃2
n

z>•1v

...
1

2σ̃2
n

z>•qv

 =
Z>v
2σ̃2

n

=
nZ>v
2RSS

. (4.8)
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Druhá možnost je definovat si pomocné veličiny

zm :=
1

n

n∑
i=1

zim =
1

n
z>•m1n, m ∈ {1, . . . , q},

které dohromady tvoř́ı sloupcový vektor z = 1
n
Z>1n. Potom plat́ı

n∑
i=1

(
u2
i − σ̃2

n

)
zim =

n∑
i=1

u2
i zim −

RSS

n

n∑
i=1

zim

=
n∑
i=1

u2
i zim −RSSzm =

n∑
i=1

u2
i (zim − zm) .

A tedy se potom dá vektor U1 zapsat jako

U1

(
0q, σ̃2

n, β̃n

)
=

1

2σ̃2
n

n∑
i=1

u2
i (zi − z) . (4.9)

Pomoćı těchto pr̊uměr̊u zm lze také upravit naši matici J11.2, a to do tvaru

J(n)
11.2 =

1

2
Z>AZ =

1

2

(
Z− 1nz

>)> (Z− 1nz
>) . (4.10)

O platnosti této rovnosti se jednoduše přesvědč́ıme pomoćı následuj́ıćıch úprav:

(
Z− 1nz

>)> (Z− 1nz
>) =

(
Z− 1n

1

n

(
Z>1n

)>)>(Z− 1n
1

n

(
Z>1n

)>)
=

(
Z− 1n1

>
n

n
Z
)>(

Z− 1n1
>
n

n
Z
)

= (AZ)> (AZ) = Z>A2Z = Z>AZ.

Nyńı už si můžeme definovat testovou statistiku LM podle (2.1) následovně

LM :=
[
U1

(
0q, σ̃2

n, β̃n

)]> [
J(n)

11.2

(
0q, σ̃2

n, β̃n

)]−1

U1

(
0q, σ̃2

n, β̃n

)
.

Zde použijeme našich úvah výše, abychom viděli, jak testová statistika LM vy-
padá. Kombinaćı dvojic rovnic (4.8), (4.10) a (4.9), (4.10) dostaneme, že LM má
tvar

LM =

(
Z>v
2σ̃2

n

)>(
1

2
Z>AZ

)−1 Z>v
2σ̃2

n

=
1

2 (σ̃2
n)2v

>Z
(
Z>AZ

)−1 Z>v

=
1

2 (σ̃2
n)2

[
n∑
i=1

u2
i (zi − z)

]> [(
Z− 1nz

>)> (Z− 1nz
>)]−1

[
n∑
i=1

u2
i (zi − z)

]
.

(4.11)

Zbývá už jen ověřit předpoklady věty 7. Už v́ıme, že systém hustot Fq+k+2 je
regulárńı a že skutečná hodnota parametr̊u lež́ı v nějakém otevřeném intervalu
obsaženém v Θ. Dále je vzhledem k naš́ı parametrizaci splněn předpoklad (O2)
z vlastnosti hustoty normálńıho rozděleńı. Existence třet́ıch derivaćı (A1) plyne
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jednoduše daľśım derivováńım druhých derivaćı funkce `, v čemž nám nic nebráńı.
Předpoklad (A2) jsme již oprávněně použ́ıvali při výpočtu Fisherovy informačńı
matice. Předpoklad (A3) plyne opět z vlastnosti normálńıho rozděleńı. Z rov-
nosti (4.7) plyne, že Fisherova matice je spojitá v každém θ ∈ Θ, tedy i ve skutečné
hodnotě tohoto parametru. T́ım jsme již ověřili předpoklady.

Věta 7 mi tedy dává, že za platnosti nulové hypotézy H0 : τ = 0q plat́ı

LM
D−→ χ2

q, n→∞, (4.12)

kde počet stupň̊u volnosti q odpov́ıdá počtu ćılových parametr̊u.

Náš skórový test tedy na asymptotické hladině významnosti α ∈ (0, 1) zamı́tne
hypotézu H0 právě tehdy, když LM ≥ χ2

q(1− α).
Tento test navrhli v roce 1979 Breusch a Pagan ve svém článku Breusch

a Pagan (1979). Ukázalo se ovšem, že tento test je velmi citlivý na porušeńı
předpokladu normálńıho rozděleńı. Proto o dva roky později navrhl Koenker
v článku Koenker (1981) úpravu, která tuto testovou statistiku studentizovala,
takže se dá použ́ıt v př́ıpadě, že si nejsme jisti s platnost́ı předpokladu normality.

Úprava spoč́ıvá v tom, že v testové statistice

LM =
1

2 (σ̃2
n)2v

>Z
(
Z>AZ

)−1 Z>v

nahrad́ıme (σ̃2
n)

2
odhadem rozptylu veličin ε2

i pomoćı

ϕ̃n =
1

n

n∑
i=1

(
u2
i − σ̃2

n

)2
=

1

n

n∑
i=1

v2
i =
‖v‖2

n
.
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Kapitola 5

Numerické studie

V této kapitole se na základě poč́ıtačových simulaćı v prostřed́ı R (R Core
Team, 2016) pod́ıváme, jaké vlastnosti maj́ı testy odvozené v kapitolách 3 a 4
v závislosti na rozsahu náhodného výběru n a na splněńı předpokladu normality.
Veškeré testy budeme provádět na asymptotické hladině 5 %.

5.1 Experimentálńı porovnáńı statistik B a LR

V této části se vrát́ıme zpět k test̊um homoskedasticity v modelu analýzy roz-
ptylu jednoduchého tř́ıděńı s obecně r̊uznými rozptyly v jednotlivých skupinách
uvedeným v kapitole 3, které byly založeny na dvojici statistik

LR = n

[
log

(
1

n

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni
n

log

(
RSSi
ni

)]
,

B =
n− I
c

[
log

(
1

n− I

I∑
i=1

RSSi

)
−

I∑
i=1

ni − 1

n− I
log

(
RSSi
ni − 1

)]
,

kde c = 1 +
1

3(I − 1)

(
I∑
i=1

1

ni − 1
− 1

n− I

)
.

Obě statistiky by se při dostatečně velkém n měly ř́ıdit rozděleńım χ2
I−1, kde

I je počet skupin. Na konkrétńım př́ıkladě tedy prozkoumáme, jak velké n je
zapotřeb́ı, abychom toto mohli tvrdit. Dále se pod́ıváme, zda testy založené na
těchto statistikách dodržuj́ı předepsanou hladinu. Nakonec prozkoumáme jejich
schopnost rozpoznat neplatnou hypotézu, tedy experimentálně prozkoumáme je-
jich śılu. U těchto test̊u nebudeme zkoumat jejich chováńı při nesplněńı předpo-
kladu normality.

Naše simulace provedeme vždy pro I = 5 skupin. V podkapitole 3.1 jsme
zavedli model tak, že přǐrazováńı napozorovaných hodnot veličiny Y do skupin
prob́ıhá náhodně. Regresor určuj́ıćı př́ıslušnost do skupiny je generován z rozděleńı
Mult5 (n,p), kde p si nastav́ıme na hodnoty

p =

(
1

15
,

2

15
,

3

15
,

4

15
,

5

15

)>
.

Pro výpočet statistiky B muśıme zajistit, aby v každé skupině byly alespoň dvě
pozorováńı.
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Nejprve začneme s př́ıpadem, kdy je hypotéza homoskedasticity platná. Všech-
na pozorováńı y tedy budeme generovat z normálńıho rozděleńı se stejnou hod-
notou rozptylu σ2 = 1. Středńı hodnoty v jednotlivých skupinách nastav́ıme
na r̊uzné hodnoty, v tomto př́ıpadě nastav́ıme na hodnoty µ = (−1, 0, 1, 2, 3)> .
Dále si urč́ıme jednotlivé rozsahy výběr̊u n ≥ 5 · 2, pro které budeme cht́ıt gene-
rovat data. Pro každé takové n potom 10 000-krát nasimulujeme náhodný výběr
z tohoto rozděleńı. Pro jednotlivou simulaci napoč́ıtáme hodnoty testových sta-
tistik B a LR a pod́ıváme se, zda překročily kritickou hodnotu χ2

4(0.95)
.
= 9.4877.

Statistiku LR spočteme jednoduše z našeho vzorce (3.21), na výpočet statistiky
B lze použ́ıt funkce bartlett.test z baĺıčku stats.

Naše simulace provedeme pro n ∈ {10, 30, 50, 80, 100, 200, 400}. Výsledky ex-
periment̊u jsou shrnuty na obrázku 5.1 a v tabulce 5.1. Obrázek 5.1 se zaměřuje
na zjǐstěńı skutečného rozděleńı jednotlivých statistik za nulové hypotézy. Můžeme
si všimnout, že empirická distribučńı funkce pro statistiku B se téměř překrývá
s distribučńı funkćı rozděleńı χ2

4, a to už i pro n = 10. Na druhou stranu je vidět,
že empirická distribučńı funkce statistiky LR se pro ńızké hodnoty n výrazně
odlǐsuje od distribučńı funkce rozděleńı χ2

4, ale s rostoućım n se k této funkci bĺıž́ı
a při n = 400 už s ńı také splývá.

Tabulka 5.1 uvád́ı, jaký byl pod́ıl zamı́tnut́ı nulové hypotézy v 10 000 opa-
kováńıch při jednotlivých rozsaźıch n. Vid́ıme, že Bartlettova statistika už při
n = 30 hladiny 0.05 téměř dosáhla. Na druhou stranu statistika LR zamı́tala pro
ńızká n daleko častěji a hladině 0.05 se přibĺıžila až pro n = 400.

0 5 10 15 20 25

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

F
(x

)

Chí kvadrát s df=4
B
LR

Obrázek 5.1: Grafy empirických distribučńıch funkćı statistik B a LR za platnosti
hypotézy při rostoućım rozsahu výběru.
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n B LR

10 0.0328 0.4815

30 0.0464 0.1783

50 0.0497 0.1228

80 0.0516 0.0899

100 0.0529 0.0822

200 0.0527 0.0632

400 0.0471 0.0528

Tabulka 5.1: Naměřené hladiny statistik B a LR za platnosti nulové hypotézy.

Konvergence statistiky LR k limitńımu rozděleńı χ2
4 je viditelně pomaleǰśı než

v př́ıpadě statistiky B. Toto je v souladu se zjǐstěńımi prezentovanými v literatuře,
které jsme uvedli v kapitole 3.

Nyńı budeme zkoumat śılu těchto statistik. Jediné, co na našem současném
modelu muśıme změnit, je platnost homoskedasticity. Budeme tedy generovat po-
zorováńı stejným postupem, jediné, co změńıme, je nastaveńı rozptylu v jednot-
livých skupinách. Nastavme tedy parametr směrodatné odchylky v jednotlivých
skupinách na σ = (1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8)>.

Abychom prozkoumali śılu těchto statistik, provedeme podrobněǰśı simulace.
Budeme uvažovat rozsahy náhodného výběru z množiny

N = {10, 20, 30, 40, 50, . . . , 340, 350}.
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Obrázek 5.2: Experimentálńı śıla statistik B a LR při r̊uzném rozsahu výběru.
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Pro každé n ∈ N provedeme 10 000 simulaćı a zaznamenáme, kolikrát jsme se
(správně) rozhodli zamı́tnout nulovou hypotézu homoskedasticity. Naše výsledky
jsou zaznamenány na obrázku 5.2. Můžeme vidět, že u obou statistik docháźı
s rostoućım n ke zvětšováńı pod́ılu zamı́tnutých hypotéz, dokonce se pro vysoké
n bĺıž́ı k jedné. Statistika LR zjevně zamı́tá neplatnou hypotézu homoskedasticity
častěji než Bartlettova statistika, ovšem zásadněǰśı je pro nás dodržeńı hladiny.
Tu LR v našem modelu dodržuje až při n bĺızkém 400, viz tabulka 5.1, jenže pro
takové n už jsou śıly B a LR srovnatelné.

Na tomto modelu jsme se tedy přesvědčili, že statistika B má skutečně lepš́ı
asymptotické vlastnosti než námi odvozená statistika LR.

V př́ıloze pod položkou 1) uvád́ım skript, který jsem stvořil při prováděńı
simulaćı. Manipulaćı s t́ımto skriptem lze nejen zreprodukovat naše výsledky, ale
také zkoumat dále vlastnosti statistik B a LR za volby jiných parametr̊u.

5.2 Breusch-Pagan̊uv test

Nyńı budeme vyšetřovat vlastnosti testové statistiky LM odvozené v kapi-
tole 4. V tomto př́ıpadě budeme zkoumat, zda naše statistika dodržuje předepsa-
nou hladinu, už se ale nebudeme zaj́ımat o jej́ı śılu. Nav́ıc prověř́ıme, jak (ne)do-
držuje předepsanou hladinu, neńı-li splněn předpoklad o normálńım rozděleńı.
V obou př́ıpadech budeme nav́ıc zkoumat vliv studentizace této statistiky, která
byla navržena v práci Koenker (1981), viz poznámka v závěru kapitoly 4. Naše
simulace provedeme na následuj́ıćım modelu.

Pro zvolený rozsah výběru n budeme uvažovat matici konstant X o třech
sloupćıch o délce n, přičemž prvńı z nich bude obsahovat pouze prvky 1, druhý
bude tvořen posloupnost́ı n č́ısel tvoř́ıćı ekvidistantńı děleńı na intervalu [0, 1]
a třet́ı sloupec bude stř́ıdavě obsahovat prvky 0 a 1. Neboli pro n sudé

X> =


1 1 1 1 1 . . . 1 1

0
1

n− 1

2

n− 1

3

n− 1

4

n− 1
. . .

n− 2

n− 1
1

0 1 0 1 0 . . . 0 1

 .

Sice hodláme naše data generovat za předpokladu pevného rozptylu, ale abychom
mohli testovat, tak muśıme určit na jakých pomocných regresorech Z by mohl
obecně roztyl záviset. My zvoĺıme za pomocné regresory prostředńı sloupec matice
X, tedy vektor

z =

(
0,

1

n− 1
,

2

n− 1
,

3

n− 1
,

4

n− 1
, . . . ,

n− 2

n− 1
, 1

)>
.

Tedy parametrizace rozptylu by za platnosti alternativy u veličiny Yi vypadala
jako σ2 exp(zi ·τ), i ∈ {1, . . . , n}, kde τ ∈ R je neznámý jednorozměrný parametr,
o němž budeme testovat, zda se rovná nule. Proto asymptotické rozděleńı statis-
tiky LM by mělo být χ2

1. Př́ıslušná kritická hodnota pro asymptotickou hladinu
5 % je χ2

1(0.95)
.
= 3.8415. Dále nastav́ıme hodnoty ostatńıch parametr̊u na

β = (0, 1, 1)>, σ = 2.
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Nyńı budeme moct přistoupit ke generováńı veličin yi, i ∈ {1, . . . , n}, které
budeme provádět následovně

yi := x>i β + εi, i ∈ {1, . . . , n},

kde xi a β již známe, ale veličiny εi si nagenerujeme. Budeme uvažovat 3 př́ıpady,
podle toho, z jakého rozděleńı εi pocháźı. Nejprve podle předpokladu provedeme
pro εi ∼ N (0, 22). Pro rozpor s předpokladem normality použijeme rozděleńı
LN (0, 22) (logaritmicko-normálńı) a t3 (studentovo rozděleńı se 3 stupni volnosti).
Jakmile budeme mı́t všechny tyto veličiny nagenerovány, tak můžeme přistoupit
k samotnému testováńı. Využijeme k tomu baĺıčku lmtest (Zeileis a Hothorn,
2002), konkrétně funkce bptest, která zvládá napoč́ıtat, jak obyčejnou statistiku
LM , tak i jej́ı studentizovanou verzi.

Pro každé n ∈ {30, 50, 80, 100, 150, 200, 300, 400} nagenerujeme 10 000 náhod-
ných výběr̊u o rozsahu n pro každé z těch tř́ı rozděleńı a pro každý náhodný
výběr z daného rozděleńı napoč́ıtáme, jak studentizovanou, tak obecnou verzi
statistiky LM . Zaznamenáme si, kolikrát jsme celkově přesáhli kritickou hodnotu
χ2

1(0.95)
.
= 3.8415 v jednotlivých př́ıpadech. Naše výsledky shrnuje tabulka 5.2.

Pro jednotlivá rozděleńı si tato data zakresĺıme do grafu, abychom názorně
viděli naše výsledky. Nejprve se pod́ıvejme na výsledky normálńıho rozděleńı, viz
obrázek 5.3. Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě statistika LM v obou př́ıpadech vesměs
dodržuje předepsanou asymptotickou hladinu 0.05.

Pro logaritmicko normálńı rozděleńı to už neplat́ı. Na obrázku 5.4 můžeme
vidět, že nestudentizovaná statistika překračuje kritickou hodnotu ve v́ıce jak
polovině pozorováńı, a nav́ıc s větš́ım rozsahem výběru dokonce dosažená hladina
roste. Na druhou stranu studentizovaná statistika už předepsanou hladinu 0.05
nepřekračuje, ale z tabulky 5.2 vid́ıme, že tato dosažená hladina se sṕı̌se bĺıž́ı
hodnotě 0.025.

Studentovo rozděleńı t3 je na tom velmi podobně jako logaritmicko-normálńı
rozděleńı. Na obrázku 5.5 vid́ıme, že dosažená hladina u nestudentizované sta-
tistiky s větš́ım n roste zhruba k hodnotě 0.45. Studentizovaná statistika už
předepsanou hladinu 0.05 nepřekračuje, ale také je vidět, že se sṕı̌se bĺıž́ı hodnotě
0.04 než hodnotě 0.05.

Nestudentizovaná LM Studentizovaná LM

n N LN t3 N LN t3

30 0.0406 0.5100 0.1844 0.0479 0.0469 0.0465

50 0.0481 0.5898 0.2440 0.0550 0.0369 0.0417

80 0.0453 0.6512 0.2947 0.0456 0.0322 0.0409

100 0.0501 0.6791 0.3145 0.0517 0.0290 0.0406

150 0.0481 0.7275 0.3505 0.0503 0.0272 0.0408

200 0.0486 0.7558 0.3866 0.0491 0.0279 0.0421

300 0.0467 0.7923 0.4158 0.0490 0.0254 0.0431

400 0.0435 0.8087 0.4396 0.0440 0.0268 0.0376

Tabulka 5.2: Dosažené hladiny test̊u pro jednotlivá rozděleńı v závislosti na roz-
sahu výběru n.
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Obrázek 5.3: Graf pod́ılu zamı́tnut́ı při N rozděleńı v závislosti na n.
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Obrázek 5.4: Graf pod́ılu zamı́tnut́ı při LN rozděleńı v závislosti na n.
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Obrázek 5.5: Graf pod́ılu zamı́tnut́ı při t3 rozděleńı v závislosti na n.

Můžeme se také pod́ıvat, jak vypadaj́ı empirické distribučńı funkce těchto sta-
tistik v našich šesti př́ıpadech. Tyto funkce si ale pro přehlednost vykresĺıme pro
jedinou hodnotu n. Na obrázku 5.6, který je vykreslen pro n = 50, vid́ıme, že
pro data vygenerovaná z normálńıho rozděleńı se graf empirické distribučńı funkce
statistiky LM podobá grafu distribučńı funkce rozděleńı χ2

1. Pro nenormálńı data
se studentizovanou statistikou už pozorujeme drobné odchylky a pro nestudenti-
zovanou vid́ıme značný rozd́ıl.

Těmito simulacemi jsme se tedy přesvědčili, že za platného předpokladu nor-
málńıho rozděleńı naše testováńı homoskedasticity přibližně dodržuje předepsa-
nou hladinu. Pokud tento předpoklad splněn neńı, tak LM sama o sobě dává
nežádoućı výsledky, ale po jej́ı studentizaci jsou výsledky př́ıznivěǰśı.

Mezi př́ılohami pod položkou 2) je uveden také vypracovaný skript pro pro-
střed́ı R. Jeho modifikaćı lze zkoumat vlastnosti Breusch-Paganova testu i pro
jiné parametry, než s jakými jsme pracovali zde.

39



0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

F
(x

)

Chí kvadrát s df=1
LM pro N
st. LM pro N
LM pro LN
st. LM pro LN
LM pro t s df=3
st. LM pro t s df=3
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Závěr

Práce představila klasický lineárńı model a zobecnila jej na model heteroske-
dastický. K nezávisle proměnným (regresor̊um) bylo v těchto modelech přistupo-
váno jako k náhodným vektor̊um. Následně jsme si připomněli zásadńı poznatky
z teorie maximálńı věrohodnosti a ukázali si, jak je aplikovat v lineárńım modelu.
Zejména jsme se potom zaj́ımali o testy s rušivými parametry, které z teorie ma-
ximálńı věrohodnosti vycházej́ı. Na základě těchto teoretických podklad̊u jsme si
odvodili dva základńı testy předpokladu homoskedasticity. Nejprve jsme si zobec-
nili model analýzy rozptylu jednoduchého tř́ıděńı ve smyslu heteroskedastického
lineárńıho modelu a odvodili si test založený na věrohodnostńım poměru pro
shodnost rozptyl̊u. Naši výslednou statistiku jsme porovnali s lehce modifikova-
nou statistikou navrženou Bartlettem. Na základě provedených simulaćı jsme se
přesvědčili, že tato modifikace skutečně disponuje lepš́ımi asymptotickými vlast-
nostmi než námi odvozená statistika. Ve druhém př́ıpadě jsme zkoumali obecný
normálńı heteroskedastický model, kde rozptyl chyb tohoto modelu závisel na do-
provodných veličinách. Zde jsme po dlouhé řadě výpočt̊u došli ke skórové testové
statistice a uvedli jsme jej́ı studentizovanou modifikaci. V následných numerických
studíıch jsme si ověřili jej́ı asymptotické vlastnosti a zkoumali, jak se tato statis-
tika chová, neńı-li splněn předpoklad normálńıho rozděleńı. Ukázalo se, že v tomto
př́ıpadě má jej́ı studentizovaná verze mnohem př́ıznivěǰśı vlastnosti.
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Př́ılohy

V kapitole 5 jsme pracovali s výpočetńım prostřed́ım R. Př́ıslušná implemen-
tace našich provedených simulaćı (zvlášt’ pro Bartlett̊uv test a zvlášt’ pro Breusch-
Pagan̊uv test) je uvedena v následuj́ıćıch dvou skriptech, které jsou k dispozici
ke stažeńı ze Studijńıho informačńıho systému.

Názvy jednotlivých soubor̊u:

1) skript-Bartlett.R

2) skript-Breusch-Pagan.R
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